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前言

前言

自 2009年出版了《觀念數學 1—如何學好中學數學》，得到了廣大的迴響，很多老

師推薦學生閱讀，因為書中精確的指出了學生學習的問題與解決的方向，讓學生從書中得

到了啟發，用更正確的方式學習，從而找到了更輕鬆、也學得更好的方法。

可是也有學生雖然發現自己學習有問題，卻很難真正改變自己的學習方法。因為在沒

有其他幫助下，很難全面翻新自己已經習慣多年的學習方式。其中最困難的，是建立解題

策略與運用自己的思考去解題，而這兩者是息息相關的。先熟悉基本定義、公式，也做過

了基本題與標準題，許多同學都做得到，可是如何建立自己的解題策略？又如何運用思考

來解題？

本書就是以此為目的，一方面介紹簡單的解題策略，另一方面引導學生以標準的思考

去解題。本書大量採用學測與指考的試題，讓學生體驗出，只用簡單的解題策略與思考，

就足以應付大考的題目了，讓學生由此開始，能去解出那些沒見過的題目，真正享受解決

問題的樂趣。

學生的困難

很多學生總覺得課本太簡單，可是真的考到課本上的基本概念，又未必答得出來。一

方面無法深入去讀通課本，同時擔心課本太簡單，結果又四處學了很多一知半解的東西。

最後反而貪多嚼不爛，感覺好像學了很多，卻又學得支離破碎，遇到問題完全使不上力，

久了以後就對數學失去信心，不知如何應付。不少同學覺得數學科投資報酬率很低，其實
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就是這種努力後卻覺得無力。

常有學生或家長問我：「每天要做多少題數學才夠？」、「每天要做數學多久才夠？」或

是「如果做完數學課本與講義，那麼可以得到多少分？」這樣的問題我答不出來，我聽到

的只是對數學的誤解。如果一個籃球選手問林書豪：「每天要練球多久，才能進到 NBA打

籃球？」我猜林書豪也沒有確切的答案。

學數學也一樣，問題不是做多少題，而是思考了多少。傳統思維告訴我們：「只要功夫

下得深，鐵杵磨成繡花針。」我相信理論上做得到，但我寧願把鐵杵賣了，得到的錢應該夠

買一包繡花針。方法對了，就會事半功倍。

要細說錯誤的學習方式，可以閱讀我的前一本書；如果要簡單的說，一是學習不夠深

入，二是沒有思考。無論是上課或自我練習，都要常常問自己，我思考了多久？狂做題目

而沒有思考，只是走馬看花，沒有實質收穫。如果學習數學只是一題一題做，沒有統整的

思考過程，當然得到的能力都是支離破碎而無法運用的。

什麼是解題策略？

做過一些相關連的題目後，就該想一想，它們的解法有沒有共通處？有沒有不同處？

能不能找到一些通則？找到了就變成一個解題策略。運用這個策略再去解更多的題目，有

時很有效，這就是個好的策略；有時無效，我們就發現這策略的缺陷或限制，也許再修改

一點，就能使策略解決更多的問題。這時候我們學過的東西就組織起來了，不再是零碎而

易混淆。一個策略可以解出一群問題，這樣學習就更有效率了，即使對題目的印象模糊

了，依然可以用策略解題解出。經過思考的策略自有因果關係，不會忘記。小的策略又可

能整合成更大、更有效的大策略，運用成熟的策略，就能去解決那些從沒見過的題目了。

比較一下，心中缺乏「解題策略」的狀況：公式、定理都會，一般的題目也會，可是

沒見過的題目就不會做，或根本不知從何想起。可是看完解答後，才發現原來可以這樣

做，又發現需要用的方法、公式自己都會，可是就是無法組織起來，好像空有一堆「知

識」，卻不能組織成為「解題能力」。

什麼是引導思考解題？

我將題目分類成基本題、標準題、思考題，中等程度學生很快就能熟練基本題，然後

學會標準題，接著就會面對思考題了。思考題是那些將標準題再變化、整合，或是根本沒

見過的題目。也有學生覺得，我沒見過的題目我當然不會，真的嗎？我們學「解題」，是學

會解決問題，不是「記下特定方式去解特定問題」。

題目包括三樣東西：已知、求解、範圍，我們必須分析題目，自己找出解題的方向並

執行，有時還需嘗試錯誤再修正，得到答案再檢核答案，這完整的過程就是思考解題。就

像在一個未知的世界摸索，也有很多不同的方式與規則，成功時更會有許多成就感。

本書的內容

本書共分七章。

第一章談代數解題策略，主要在整合並推廣在國中學過的數學，逐步建立一個重要的

解題策略。

第二章到第六章大致配合高中第一冊與第二冊第一章的內容，深化課本內容，也建立

一些小策略，並引導學習思考解題。

第七章談根據給定的定義解題，會提出一套完整的解題策略，讓讀者運用數學知識，
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去解決那些沒見過的題目。

題目多採用近年學測、指考題，也希望讀者體會：只要用課本知識，配合解題策略，

就能輕鬆解出這些題目了。每個題目的詳解前附有「思考」，引導讀者配合題目循序思考，

找出解題方向。詳解後附有「說明」，做一些補充或引導讀者對解題過程做一點回顧，希望

能再深化學習。

大考中心自 2002年起，都會公布正式大考選擇題與選填題的答對率，題後也附上供讀

者參考，可藉此了解各題的難易程度。有時也會看到不難的題目，但答對率很低，這種題

目多是當年的全新題目，已變成現在的標準題了。

如何使用本書？

如果讀者是高一的學生，請先學第一章，當做銜接國中與高中的跳板，並建立簡單的

思考解題策略。然後配合學校的進度，先學會課本內容，再利用本書相應的章節，熟悉並

應用各個解題策略，也由實例中琢磨自己運用解題策略與思考的能力，然後就可以到處找

各種難題來自我挑戰，享受解題的樂趣。

如果讀者是要準備學測、指考的高三學生，也請先學第一章，然後依章節先看完課本

一次，並注意課本中的每一個細節，隨後用本書做統整學習，也練習用自己的思考去解

題。不要怕題目沒見過，解出沒見過的題目才是真正的解題。一旦解題策略熟悉後，也可

以重新看那些標準題，可能會發現，有了合適的解題策略後，那些標準題會變成很自然就

解出的問題了。

不論是哪一種學生，在讀到實例時，先看清題目，然後先試著自己解，解不出時，先

看題目後的「引導思考」，一條一條看，也許看幾條並想過後就會解了，當看完引導思考

後，可以重新再想一次，盡量能由自己解出來。最後會做或看了詳解後，再做一次回顧，

也看一遍題後的說明，讓想法深入心中。只要用上述方式學習，漸漸就會感覺到深入學習

的效果，雖然學一題的時間多很多，但學一題就有一題的效用，而且有累積的效果。

如果讀者是數學老師，閱讀本書是想增加更多不同的想法與比較。若您能認同我的觀

念，懇請大家在講解思考題時，能在正式解題前，先引導學生看清題目，並用一些問題引

導學生思考後，再帶著學生解題目。也許這樣會多花點時間，可是「教學生會思考」比

「多教幾題」更重要吧。

再一些叮嚀

不管有多少策略，總要先看清題目，完整看完題目後才開始選擇有效的策略。前面提

過，題目包括三樣東西：已知、求解、範圍，看完題目後考慮一下，也許只需要使用定義

就可算出，也許是一個常見的標準題，看完就知道該如何做了。如果都不是，我們就必須

自己從題目中去找尋做法。

「解題策略」就是在解思考題時我們的方向，尤其對於那些沒見過、有點難的問題，也

許看完題目後，我們也不知道或不確定怎樣做一定會有答案，於是我們會「試試看」，這樣

變化一下，那樣轉換一下，或者代入某公式看看結果如何？這些「試試看」不應該只是盲

目的試運氣，而是找到方向，或至少知道哪些方向較有希望，或者是這樣做會離答案愈來

愈近。

沒有完美的解題策略，沒有一個解題策略可以保證解出所有題目。別指望有人提供一

個策略，從此就所向無敵。當我們心中有基本的解題策略後，小心呵護它，隨著更多的刺

激，它會愈來愈擴大，愈來愈有效。愈大的策略，卻不一定愈複雜，有時還會更簡單，只

是運用要更靈活。

有沒有解題策略又好用，又容易學？我提供一個：



一次條件式，可以代入其他部分消去一個文字數。

有沒有解題策略既規則簡單，又適用範圍大？我提供一個：

觀察已知與求解，哪些部分相同？哪些部分不同？將不同化為相似。

能將體會這策略並善用，就已經成為解題高手了。

z
本章分為 8 節：

第1節 代數解題策略：介紹「代數解題策略1」做為起始。

第2節 解方程式：加強解方程式的能力，再引入「代數解題策略2」。

第3節 解方程組：加強解方程組的能力，再引入「代數解題策略3」。

第4節 求值問題：求解也可能是一個代數式之值，並引入「代數解題策略4」。

第5節 代換：巧妙的代換，使題目變簡單了。

第6節 化簡的方向：先要知道什麼是簡單，然後就知道該如何化簡。

 同時引入「代數解題策略5」

第7節 比大小的問題：從小學就有的問題，建立更一般性的策略。

第8節 其他解題時需要的觀念：一些解題或考試時有幫助的觀念。

第一章
代數解題策略

1
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Æ容易比大小的先比，將小的淘汰，留下大的繼續比，最後剩的是答案。

➋ 哪兩個有部分相同或相似？  

Æ10010與 10100底數部分相似； 

➌ 10100與 5050指數部分相似，可化為相同指數； 

➍ 50! 與
100!

50! 都可看成 50個自然數的乘積，所以也相似。

答案：(2)

詳解：

10010與 10100底數相似，10010 = (102)10 = 1020 < 10100，選項 (1) 10010淘汰。

10100與 5050指數相似，10100 = (102)50 = 10050 > 5050，選項 (3) 5050淘汰。

  50! 50 49 48 2 1= ´ ´ ´ ´ ´
 

100! 100 99 98 2 1
100 99 98 52 51

50! 50 49 48 2 1

´ ´ ´ ´ ´
= = ´ ´ ´ ´ ´

´ ´ ´ ´ ´






 

都是 50個自然數的乘積，但
100!

50!
的比較大，選項 (4) 50! 淘汰。

  100 100 100 100 100´ ´ ´ ´ ´ 是 50個 100的乘積， 

比
100!

100 99 98 52 51
50!

= ´ ´ ´ ´ ´ 大，選項 (5)
100!

50!
淘汰。 

故答案為 (2)。

說明：

➊這題答對率 60%。

➋用最基本的想法：找出相似的，化成一樣格式，因為都是正整數，比較好想。

第8節  
其他解題時需要的觀念

這一節提到的是九個解題或考試時該有的觀念，不一定是真正的數學，但總是對考試

有幫助的，尤其應該要平常就養成習慣。

一、數字太複雜先照抄

這是常遇到的情形，數字的算式變得很複雜，常令我們覺得沮喪或煩躁，甚至想放棄

或另起爐灶。其實這時候可以先不要算而只是照著抄，有可能後來有機會直接消掉，也有

可能後來發現根本不需要算，當然，也可能最後還是必須算，那麼已經得到答案再專心化

簡，至少心情比較篤定，也比較不會煩躁了。

【例】 設 x為任意實數，則 (x - 49)2 + (x - 51)2 - 4x的最小值為╴╴╴。

【解】 （二次式求極值當然用配方，配方前要化成標準式） 

 (x - 49)2 + (x - 51)2 - 4x  

 = (x2 - 98x + 492) + (x2 - 102x + 512) - 4x 

 = 2x2 - 204x + 492 + 512 = 2(x - 51)2 - 2 ´ 512 + 492 + 512 

 最小值為 -2 ´ 512 + 492 + 512 = 492 - 512 = (49 + 51)(49 - 51) = -200
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在這個例子中，標準程序要算 492 + 512，先不算，最後變得根本不用算。這題也有另

一個方法，配方後將 x = 51代入 (x - 49)2 + (x - 51)2 - 4x得最小值為 22 + 02 - 4 ´ 51 = 

-200，反正「數字太複雜先照抄」常有意想不到的好處。

二、利用特殊數值代入

有些題目中，變數不是特定值，卻要求一個式子的值，我們會用特定值代入得到答案。

【例】設 x, y > 0且 xy = 1，試求：
1 1

1 1x y
+ =

+ +
 ╴╴╴。

【解】
1 1 (1 ) (1 ) 2 2

1
1 1 (1 )(1 ) 1 1 1

y x x y x y

x y x y xy x y x y

+ + + + + + +
+ = = = =

+ + + + + + + + + +

這樣的結果是說：任意滿足 xy = 1的正數 x, y都會使得
1 1

1 1x y
+ =

+ +
1。如果做不

出來，我們可以先找符合「x, y > 0且 xy = 1」的一組 x, y，例如以 x = 1，y = 1代入得

1 1 1 1
1

1 1 1 1 1 1x y
+ = + =

+ + + +
，這樣的做法在選擇題或填充題可以賴皮得到分數，但在

演算題時，這樣做一定沒有分。

其實這是正規的思考：先用特殊值代入猜答案，有了可能的答案，常常會給我們一些

解題的靈感。運用此方式時要記得：1. 用的特殊數值必須滿足題目要求，在上例中，只要

滿足 xy = 1的正數都可得到正確答案，當然用 x = y = 0代入就沒用了；2. 要去挑簡單好

算的數據，沒人想用 x = 100，y = 0.01代入。大家可以試試後面兩例，其中第二例屬於三

角函數範圍，但可以賴皮得到答案。

【例】 若 x + y + 1 = 0，則 x3 + y3 - 3xy = ╴╴╴。

【解 1】 x3 + y3 - 3xy = (x + y)3 - 3xy(x + y) - 3xy = (-1)3 - 3xy(-1) - 3xy 

 = -1 + 3xy - 3xy = -1

【解 2】（賴皮解）取 x = -1，y = 0滿足 x + y + 1 = 0， 

 代入 x3 + y3 - 3xy = -1

【例】 設 ABC的三邊長分別為 x，y， 2 2x xy y+ + ，則 ABC的最大角為 ╴╴╴。

【解】 （賴皮解）這裡 x, y為正數就好， 

 以 x = y = 1代入得三邊長 1, 1, 3， 

 如右圖，最大邊 3的等腰三角形， 

  做頂角的角平分線會垂直平分底邊，只看右側直角三角形，斜邊 1，一股長
3

2
，

則右側底角為 30°，頂角也就是最大角 120°。 

（這題的正規做法不在本書範圍，在三角中是中等難度的題目。）

出題老師在設計題目時，會注意避免學生有機會用此方法得答案，但難免會有漏網之

魚。

三、選擇題的排除法

選擇題的特性是只要分辨哪一個是對的，尤其是單選題，只要知道其他是錯的，就表

示剩下的是對的。當題目不好算時，將選項的答案代回檢驗也是一個方法。

舉一些特例代入，也可能有效，但也要記得：特例代入不合，就表示該選項錯誤，而

特例代入符合，不表示該選項一定對。有時只要能刪去部分不可能的選項，也可以縮小我

們注意的焦點。
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四、選填題的答案格式

選填題的答案格式有時也是一種提示或代表題目的要求。

例如求方程式的解時，答案格式能提示我們答案是整數、分數或無理數，如果答案是

兩格，就表示答案是二位整數或負的一位整數，求近似值的題目中，答案格式告訴我們要

求到小數第幾位，有時這些還能給我們一點幫助。

五、解讀表格

有時題目會給表格，表格單純時題目不會解釋，我們必須自己看懂。生活中的表格大

家都會看，可是當表格夾雜著數學式時，有的同學會怕，所以這裡我們做一些標準的看

法。常見的表格有兩種形式：一維表格與二維表格。

 

一維表格是說明變數 x與變數 y的關係， 

通常以兩列或兩行來呈現。右邊是兩列的標準格 

式，第 1行表明變數是 X與 Y，其餘行是資料， 

例如第 3行就表示：當 X = c時，Y = r。其餘類 

推，表中共有 5筆資料。下面這個表格請大家自行解讀其意義。

r 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
(1 + r)100 2.705 7.245 19.219 50.505 131.501

二維表格是說明變數 z由變數 x與變數 y 

所決定，通常就稱做 z的表。如右圖，左上角 

是變數 x、y的名稱，第 1列是所有 x之值， 

第 1行是所有 y之值，其餘是相應的 z值。 

例如第 3列與第 4行交會處是 g，表示當 x = 3 

且 y = q時，相應的 z = g。看看手邊的功課表、 

全班成績單，是不是都依這樣的規則設計？

當然有時為了需求或特性，很多表格會有獨特的設計。至少考題中的表格，都可以簡

單依這樣的規則來解讀。

六、回到基本定義

這是一個觀念，尤其在學測中，總有一些題目是出題教授精心設計的新題，大家都沒

見過，連類似的題目都沒見過，有時只要用最基本的定義或原理就可以輕易解出來，可是

事後都看到答對率很低。我樂見這種題目多一點，更希望學生因而更著重於基本功。

我的一個同事是學養俱佳的超強老師，她有一句名言：「對學生而言，沒見過的題目就

是難題。」這是事實，多半學生花很多時間做各式難題，卻很少在最基本的定義與性質上鑽

研。

再次強調，「回到基本定義」是面對陌生題目最好的方法，但要在平時就能深入考量最

基本的內容，才能有這種能力。

七、面對綜合題

這裡的綜合題是指一個題目牽扯兩個不同章節的題目，例如：機率問題裡面又有指

X a b c d e
Y p q r s t

x 1 2 3 4y
p a b c d
q e f g h
r i j k l
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第1章   代數解題策略

數、方程式裡的問題又摻雜了等比數列。這時我們就需考慮兩部分的解題策略，哪個好用

就先用哪個。例如聯立方程組裡又有根號，聯立方程組要想著消去未知數，根號要想到利

用平方消去根號。

【例 1】 解方程組：

5 7

2 5 5

x y

x y

ìï + + =ïïíï - + =ïïî
【解】 （可簡單消去未知數 y，直接消去 y） 

 兩式相加得 3x = 12  Þ  x = 4 

 代入 5 7 4 5 7 5 3x y y y+ + = Þ + + = Þ + =  

  Þ  y + 5 = 9  Þ  y = 4 

 故得 x = 4，y = 4

【例 2】 解方程組： 2

5 (1)

2 3 6 (2)

x y

x y

ìï + =ïïíï - =ïïî





【解】 （無法簡單消去未知數，先消去根號）
 

 由 (1)式得 5y x= -   Þ  y = (5 - x)2 

 代入 (2)式得：2x2 - 3(5 - x)2 = 6  Þ  x2 - 30x + 81 = 0 

  Þ  (x - 3)(x - 27) = 0  Þ  x = 3或 27 

 當 x = 3代入 (1)式得 3 5 2y y+ = Þ =   Þ  y = 4 

 當 x = 27代入 (1)式得27 5y+ = ，不合 

 故 x = 3，y = 4

通常綜合題用到的都是基本想法，如果出題老師是將兩章艱難的部分再組成一題來

考，就太殘酷了。

八、檢核答案

做出的答案到底對不對？大多數同學都會想翻到書後面看答案，這當然是最簡單的方

法。但如果是考試呢？會變成考卷發下來就知道了，知道的時候分數都已經被扣掉了。我

們都希望能在交考卷以前就發現自己的錯吧，有什麼辦法可以如此有先見之明呢？

重算是一個方法，但耗時且效果差，也常會重複錯誤而已。很多題目或其中一個過程

可以簡單的驗算，例如解方程式有點麻煩，但代回去檢查很簡單。解聯立方程組時，常得

到 x以後，代回 (1)式得到 y，順手再代入 (2)式驗算吧。做連加法時，從頭加到尾，再從

尾加到頭一次，以確定答案。

求級數和 1 ´ 2 + 2 ´ 3 + 3 ´ 4 + ⋯ + n(n + 1) =？

這樣做：1 ´ 2 + 2 ´ 3 + 3 ´ 4 + ⋯ + n(n + 1)  

= 2 2

1 1 1 1

( 1) ( )
n n n n

k k k k

k k k k k k
= = = =

+ = + = +å å å å  

( 1)(2 1) ( 1)

6 2

n n n n n+ + +
= +  

( 1) ( 1) ( 1)( 2)2 1 2 4
[ 1] [ ]

2 3 2 3 3

n n n n n n nn n+ + + ++ +
= + = =

怎樣驗算？將 n = 2代入
( 1)( 2) 2 3 4

8
3 3

n n n+ + ´ ´
= = ，確實等於 

1 ´ 2 + 2 ´ 3。

什麼樣的計算有好方法驗算？平時多注意就會發現很多。
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九、培養耐力

每個人解題的耐力都有限度，超過限度就會覺得煩躁，想要放棄。有的學生只能忍受

三個轉折，那麼超過三個轉折的題目就做不出來了。有時候熟悉的學生問我問題，但我覺

得她應該能自己解卻放棄了，我就請她再讀一遍題目，常常她讀到一半，突然就很高興的

說：「啊！我會了！」她不是解不出來，而是題目轉折超過她的限度，就受不了而放棄。經

過我再逼她集中精神、再推她一下，就解出來了。

我自己算高中數學題時，耐力限度大約一小時，若超過限度還沒解出，我也會想去看

解答。有些數學家對於有興趣的問題，可以花幾個月甚至幾年時間去解，這與信心和毅力

有關。這些都可以經由努力和經驗慢慢加強：同樣的能力，耐力愈強就能解愈多的題目。


	WS402 觀念數學2_封面S
	WS402.pdf
	1-90 (3) 1
	1-90 (3) 2
	1-90 (3) 3
	1-90 (3) 4
	1-90 (3) 42
	1-90 (3) 43
	1-90 (3) 44
	1-90 (3) 45
	1-90 (3) 46


