
z
二次函數是函數中較簡單的，也因為簡單，所以學習得很深入，

題目也可以做出很多廣泛的變化，同時也會在其他單元中

不斷的運用，是一個必須研究透澈的單元。

本章共有 2 節：

第1節  函數與一次函數：要了解函數的意義與基本用法。

          這些會廣泛在各函數問題上使用。

第2節  二次函數：包含圖形、方程式、不等式與極值。

第二章

二次函數

2
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　(3) 「唯一確定」是函數的基本要求，若「1 對應 3 且 1 對應 4」，則會有 

 「f (1) = 3 且 f (1) = 4  Þ  3 = 4」的矛盾。

二、函數圖形

1. y = f (x) 的圖形是坐標平面上，所有點 (x, f (x)) 所成的圖形。

2. 函數圖形與任意鉛直線最多只有 1 個交點。

三、線型函數：函數圖形為一直線的函數

1. 線型函數是 f (x) = ax + b，包括一次函數與常數函數。

2. 一次函數是 f (x) = ax + b，其中 a ¹ 0，常數函數是 f (x) = a

3. 線型函數 f (x) = ax + b 的性質：

　(1) 當 a > 0，圖形為左下右上的直線。

　(2) 當 a < 0，圖形為左上右下的直線。

　(3) 當 a = 0，圖形為水平的直線。

　(4) 若 f (x) = ax + b 通過兩點 1 1
( , )x y 、

2 2
( , )x y ，則

1 2

1 2

y y
a

x x

-
=

-
。

　(5)a 是直線的斜率，當 y 隨 x 而變化時，y 變化量是 x 變化量的 a 倍。 

   a 的正負表示傾斜的方向，當 | a | 愈大時，直線愈斜。

重點整理

一、函數

1. 定義 1：x, y 為兩個變數，若 y 值隨 x 值而唯一確定，則變數 y 是變數

x 的一個函數。其中 x 為自變數，y 為應變數。

2. 定義 2：函數 f 是一個對應關係，將 x 對應到 f (x)，也記為 y = f (x)。

3. 說明：

　(1) 函數 y = x2，x, y 為有關係的變數，可任意變動而不是定數。 

　 當 x = 3，y 隨 x 而確定為 32 = 9； 

　 當 x = 5，y 隨 x 而確定為 52 = 25。 

　 我們在意的是 x, y 的關係或當 x 變動時，y 會如何相應變動。

　(2) 函數 f (x) = 3x + 2，f 是一個對應關係：x 對應到 3x + 2。 

　 5 對應到 3 ´ 5 + 2 = 17，也就是 f (5) = 17， 

　 也可說 f 是一個「特殊運算」，此處 f 就是「乘以 3 再加 2」。 

　 f (x) = 3x + 2 就是「將 x 乘以 3 再加 2」， 

    f (a - 1) = 3(a - 1) + 2 就是「將 a - 1 乘以 3 再加 2」。

第 1 節  
函數與一次函數
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充要條件：點與函數圖形的關係

(1) 點 (a, b) 在 y = f (x) 圖形上  Û  b = f (a)  Û  若 x = a，則 y = b

(2) 點 (a, b) 在 y = f (x) 圖形上方  Û  b > f (a)

(3) 點 (a, b) 在 y = f (x) 圖形下方  Û  b < f (a)

說明：

➊有關函數圖形的問題裡，一定要主動想到這些關係。

➋在幾何問題裡也類似：點在圖形上  Û  點代入方程式會滿足。

➌「在圖形上」與「在圖形上方」意思完全不同，看題目時要小心。

充要條件：兩函數圖形的關係

(1) y = f (x) 與 y = g(x) 圖形交點的 x 坐標恰為方程式 f (x) = g(x) 的實根。

(2) y = f (x) 的圖形完全在 y = g(x) 的上方  Û  f (x) > g(x) 恆成立

說明：

➊請由函數圖形上觀察這些充要條件的原理。

➋若 x有範圍，也可有相應的充要條件。 

　例如：在 y軸右側部分，y = f (x) 的圖形完全在 y = g(x) 的上方。 

       Û  當 x > 0時，f (x) > g(x) 恆成立

重點整理

一、複數

　　1. 虛數單位 i： 1i = - 為虛數單位。

　(1) i2 = -1。

　(2) 當 a > 0 時，規定 a ai- = 。

　　2. 複數的定義：設 a, b 為實數，形如 a + bi 的數為複數。 

      複數 z = a + bi 的實部為 a，虛部為 b。

　　3. 複數的相等：設 a, b, c, d 為實數，則 a + bi = c + di  Û  a = c 且 b = d

　　4. 共軛複數：設 a, b 為實數，複數 z = a + bi 的共軛複數為 z = a - bi

　(1)z + z = 2a，z ´ z = a2 + b2 都是實數。

　(2)z, w 為複數，則 z w z w+ = + ， z w z w´ = ´ 。

　　5. 設 a, b 為實數，
; , 0

;

ab a b
a b

ab

ìï- <ïï= íïïïî

當

其他情形
；

; 0, 0

;

a
a ba b

ab
b

ìïïï- > <ïï= íïïïïïî

當

其他情形

第 2 節  
二次函數

其他情形
其他情形
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二、二次方程式

　　1. 公式解：二次方程式 2 0ax bx c+ + = 的解為
2 4

2

b b ac
x

a

- ± -
= 。

　　2. 根的性質：實係數二次方程式 2 0ax bx c+ + = 的判別式 D = b2 - 4ac。

　(1) 兩根為相異實數  Û  D > 0

　(2) 兩根為相等實數  Û  D = 0

　(3) 共軛虛數  Û  D < 0

　(4) 使用此性質時要檢查「實係數」條件。

　　3. 以根造方程式：以 a, b 為兩根的二次方程式為 

　　(x - a)(x - b) = 0  Û  x2 - (a + b)x + ab = 0

　　4. 根與係數關係： 2 0ax bx c+ + = 的解為 a, b，則

b

a
c

a

a b

ab

ìïï + = -ïïïíïï =ïïïî
三、二次函數的圖形

　　1. 圖形為拋物線。

　　2. 頂點與開口方向：

　 a ¹ 0，y = a(x - h)2 + k 的頂點 (h, k)

　 當 a > 0 時，開口向上。

　 當 a < 0 時，開口向下。

　 | a | 愈大，則開口愈窄。

　圖形對稱於 x = h，即通過頂點的鉛直線。

V

　　3. y = ax2 + bx + c 與 x 軸關係（其中 a ¹ 0，D = b2 - 4ac）：

　D > 0，交於兩點；D = 0，切於一點；D < 0，無交點。

　由 a 與 D 可判斷二次函數與 x 軸的六種關係。

　　4. y = ax2 + bx + c 與 y 軸恰有一交點 (0, c)。

四、二次函數的極值：a ¹ 0，y = a(x - h)2 + k

　　1. x 為任意實數時，

　(1) 若 a > 0，當 x = h 時，y 有最小值 k，沒有最大值。

　(2) 若 a < 0，當 x = h 時，y 有最大值 k，沒有最小值。

　　2. x 有範圍時，

　(1) 若 a > 0，當 x 愈接近 h 時（| x - h | 愈小），y 值愈小。

　(3) 若 a < 0，當 x 愈接近 h 時（| x - h | 愈小），y 值愈大。

　　3. 這些性質可由函數圖形中看出。

 ‧ 

‧ 

a > 0 a < 0

(h, k)

(h, k)

 

x 

D > 0 D = 0 D < 0

x
a > 0

a < 0
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五、二次不等式

當判別式 b2 - 4ac > 0 時，可化為 ax2 + bx + c = a(x - a)(x - b)，a < b

　　1. (x - a)(x - b) < 0  Û  a < x < b

　　2. (x - a)(x - b) £ 0  Û  a £ x £ b

　　3. (x - a)(x - b) > 0  Û  x > b 或 x < a

　　4. (x - a)(x - b) ³ 0  Û  x ³ b 或 x £ a

六、二次函數的三種格式

　　1. a ¹ 0，y = ax2 + bx + c 為二次函數標準式。

　　2. a ¹ 0，y = a(x - h)2 + k 的頂點 (h, k)。

　　3. a ¹ 0，y = a(x - a)(x - b) 與 x 軸交於 (a, 0)、(b, 0)。

七、二次式的恆值定理（其中 a, b, c 為實數，a ¹ 0）

　　1. 對於任意實數 x，ax2 + bx + c > 0 恆成立  Û  a > 0 且 b2 - 4ac < 0

　　2. 對於任意實數 x，ax2 + bx + c ³ 0 恆成立  Û  a > 0 且 b2 - 4ac £ 0

　　3. 對於任意實數 x，ax2 + bx + c < 0 恆成立  Û  a < 0 且 b2 - 4ac < 0

　　4. 對於任意實數 x，ax2 + bx + c £ 0 恆成立  Û  a < 0 且 b2 - 4ac £ 0

 

(a, 0)
x

(b, 0)

V

　　5. 說明：

　(1) 上述四個性質容易混淆，最好利用圖形來認。

　(2)  x 的不等式有兩種要分清楚：「解不等式」是要找出滿足不等式的 x。 

「不等式恆成立」是指任意 x 代入都成立。

　(3) 充要條件：「f (x) > 0 恆成立」 Û 「y = f (x) 的圖形在 x 軸上方」

八、單項函數：f (x) = axn，其中 a ¹ 0，n 為正整數

　　1. n 為奇數時，f 的圖形對稱於原點。

　　2. n 為偶數時，f 的圖形對稱於 y 軸。

實例運用【81聯考社會組，填充4】

設 k 為實數，且 y = x2 + kx + k 的圖形與直線 y = x + 1 沒有交點，則 k 的範圍為╴╴╴。

答案：1 < k < 5

說明：

這題為標準題，「沒有交點」Û x2 + kx + x = x + 1 無解。
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綜合得 k = 12

說明：

➊這題答對率 35%。

➋  在這題裡，本就是用不等式求 k =？故

   「 2 7 1 0kx x+ + = 有兩相異實根  Þ  判別式 > 0」是主要條件。

實例運用【93指考數乙，選填A】

設 a 為實數，令 a、b 為二次方程式 x2 + ax + (a - 2) = 0 的兩個根。試問當 a 為何值時，

| a - b | 有最小值？答：a = ╴╴╴╴。

引導思考：

➊已知「a為實數」可能如何使用？ 

Æ這是輔助條件，因為是極值問題，故限制 a為實數，可先擱著。

➋已知「a、b 為 x2 + ax + (a - 2) = 0兩根」可能如何使用？ 

Æ解出方程式，或用根與係數關係。

➌求解「當 a為何值時，| a - b | 有最小值」可能如何得到？ 

Æ將 | a - b | 表為 a的代數式，再考慮如何求最小值。

答案：2

實例運用【92學測，選填F】

設 k 為一整數。若方程式 2 7 1 0kx x+ + = 有兩個相異實根，且兩根的乘積介於
5

71
與

6

71
之

間，則 k = ╴╴╴╴。

引導思考：

➊  已知「k為整數」、「 2 7 1 0kx x+ + = 有兩相異實根」、「兩根乘積介於
5

71與
6

71之間」可

能如何使用？

Æ 「k為整數」是輔助條件； 

   「 2 7 1 0kx x+ + = 有兩相異實根」可得「判別式 > 0」； 

   「兩根乘積介於
5

71
與

6

71
之間」可得一個不等式。

➋求解「k =？」可能如何得到？ 

Æ需要一個方程式解 k，但條件中根本沒有等式，怎麼辦？ 

Æ因為 k為整數，只要有 k的範圍就可能求出 k，所以由兩個不等式去做。

答案：12

詳解：

2 7 1 0kx x+ + = 有兩個相異實根 

Þ  72 - 4 ´ k ´ 1 > 0  Þ  k < 49

4
= 12.25 

又 k為整數，故 k £ 12

兩根乘積介於
5

71
與

6

71
之間  Þ  

5 1 6 71 71

71 71 5 6
k

k
< < Þ > >

 

Þ  14.2 > k > 11.8…，又 k為整數，故 k = 12或 13或 14
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詳解：

根與係數關係得 2

a

a

a b
ab

ìï + = -ïïíï = -ïïî
 

| a - b |2 = (a + b)2 - 4ab = (-a)2 - 4(a - 2) = a2 - 4a + 8 = (a - 2)2 + 4
 

當 a = 2時，| a - b |2最小，| a - b | 也最小。

說明：

➊這題答對率 59%。

➋ a為實數，但 a、b 也一定為實數嗎？ 

    判別式 (-a)2 - 4(a - 2) = a2 - 4a + 8 = (a - 2)2 + 4 > 0，故 a、b 為實數。 

考慮到更好，沒考慮也不影響答案。

實例運用【96指考數乙，多選6】

假設 a , b 是整數，且 b ¹ 0。已知
2

3 3

a b
c i= + 是實係數一元二次方程式

x2 + kx + 1 = 0 的一個解。請問下列哪些選項是正確的？ 

(1) 
1

c
是上述方程式的另外一個解  (2) 

1 2

3 3

a b
i

c
= -   (3) 

1
c k

c
+ =  

(4) k 一定是整數  (5) a 一定是奇數

引導思考：

➊已知「a , b是整數，且 b ¹ 0」可能如何使用？

Æ這是輔助條件，使 c為虛根且實部、虛部可以 a, b表示。

➋已知「
2

3 3

a b
c i= + 是實係數 x2 + kx + 1 = 0解」可能如何使用？ 

Æ由二次方程式的公式解，有兩虛根
2

3 3

a b
c i= ± ；

   用根與係數關係，兩根乘積為 1，兩根和為 -k。

➌五個選項逐個討論。

答案：(1)(2)(5)

詳解：

選項 (1)：兩根乘積為 1，一根為 c，則另一根為
1

c
，(1)對。

選項 (2)：另一根為 1

c
，另一根也為

2

3 3

a b
i+ 的共軛虛數

2

3 3

a b
i- ，(2)對。

選項 (3)：
1

c
c

+ 為兩根和，應為
1

c k
c

+ = - ，顯然 k ¹ 0，(3)錯。

選項 (4)：兩根乘積為 1  Þ  
2 22 2 2

( )( ) 1 1
3 3 3 3 9 9

a b a b a b
i i+ - = Þ + =  

    Þ  a2 + 2b2 = 9，又 a, b是整數，且 b ¹ 0，則 a = ±1，b = ±2
 

    兩根和為 -k  Þ  2 2
( ) ( )
3 3 3 3

a b a b
i i k+ + - = -  

   
2 2

3 3

a
kÞ = - = ± ，k不為整數，(4)錯。

選項 (5)：a = ±1一定是奇數，(5)對。
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說明：

➊這題答對率 26%，屬於難題。

➋雖只是二次方程式，但牽扯各種性質，不易考慮周全。

➌好像條件少一個，但 a, b為整數，依然可解出 a, b, k。

實例運用【82聯考社會組，填充3】

若 a 與 a + 2 為異號的兩實數，且均為方程式 x2 + | x | + 3k = 0 的解， 

則 k = ╴╴╴╴。

引導思考：

➊已知「a與 a + 2為異號的兩實數」可能如何使用？ 

Æ因為 a < a + 2，故 a < 0且 a + 2 > 0。

➋已知「a與 a + 2均為方程式 x2 + | x | + 3k = 0的解」可能如何使用？ 

Æ方程式的解代入方程式成等式。

➌方程式 x2 + | x | + 3k = 0可如何解？ 

Æ 1. 分成 x ³ 0與 x < 0討論。

    2. 看成 | x |2 + | x | + 3k = 0，先解出 | x |，再解出 x。

➍求解「k」可能如何得到？ 

Æ 需要一個 k的等式，若也用到 a，則需要二個 a, k的等式。

答案：
2

3
-

詳解：

a與 a + 2異號，a < a + 2  Þ  a < 0 < a + 2

a與 a + 2均為方程式 x2 + | x | + 3k = 0的解 

2 2

2 2

| | 3 0 3 0

( 2) | 2 | 3 0 ( 2) ( 2) 3 0

a a k a a k

a a k a a k

ì ìï ï+ + = - + =ï ïï ïÞ Þí íï ï+ + + + = + + + + =ï ïï ïî î
 

（消去 k）  Þ  (a + 2)2 + (a + 2) = a2 - a  Þ  6a + 6 = 0  Þ  a = -1
 

代回 a2 - a + 3k = 0得 (-1)2 - (-1) + 3k = 0  Þ  
2

3
k =-

另解：

x2 + | x | + 3k = 0  Þ  | x |2 + | x | + 3k = 0，設解出 | x | = a, b 

由根與係數關係得 a + b = -1，a, b 可為一正一負或二負。

若 a, b < 0，則 x無解，不合。若 a < 0 < b，則 x = ±b 

所以 a + (a + 2) = 0  Þ  a = -1

-1為 x2 + | x | + 3k = 0一根  Þ  1 + 1 + 3k = 0  Þ  
2

3
k =-

說明：

➊詳解中，直接用根的定義，二根代入即得二方程式，恰可解 a, k二未知數。

➋另解中，運用代換解方程式 x2 + | x | + 3k = 0，找出 a與 a + 2的關係。
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實例運用【83學測，多選8】

若函數 f (x) = ax2 + bx + c 的圖形如圖 3， 

則下列各數哪些為負數？ 

(A) a     (B) b     (C) c 

(D) b2 - 4ac    (E) a - b + c

答案：(C)(E)

說明：這題為標準題，其中 a - b + c = f (-1)為 x = -1時相應的 y 坐標。

實例運用【90學測，多選5】

設 a, b, c 為實數。若二次函數 f (x) = ax2 + bx + c 的圖形通過 (0, -1) 且與 x 軸相切，則

下列選項何者為真？

(1) a < 0  (2) b > 0  (3) c = -1  (4) b2 + 4ac = 0  (5) a + b + c £ 0

引導思考：

➊已知「a, b, c為實數」可能如何使用？ 

Æ 是輔助條件，實係數函數才有圖形及相關結果，可先不管。

➋已知「二次函數 f (x) = ax2 + bx + c」可能如何使用？ 

Æ 是輔助條件，隱含 a ¹ 0，可先不管。

➌已知「通過 (0, -1)」可能如何使用？ 

Æ 通過 (0, -1)  Û  f (0) = -1  Û  c = -1

➍已知「與 x軸相切」可能如何使用？ 

Æ 與 x軸相切  Û  f (x) = 0恰一實根  Û  b2 - 4ac = 0

➎這些已知可能再得出什麼結果？ 

Æ 兩條件無法完全解出 f (x)，f (x) 不是唯一的。 

Æ 可畫圖觀察；也可由兩式 c = -1、b2 - 4ac = 0推論。

❻五個選項逐個討論。

答案：(1)(3)(5)

詳解：（由幾何圖形觀察）

選項 (1)：通過 (0, -1) 且與 x軸相切，則只可能如下圖的兩種狀況，所以 a < 0。(1)對。

選項 (2)：如圖 (一 )則 b < 0，如圖 (二 )則 b > 0。(2)錯。

選項 (3)：通過 (0, -1) 則 c = -1。(3)對。

選項 (4)：與 x軸相切，則 b2 - 4ac = 0，而且 ac ¹ 0，故 b2 + 4ac ¹ 0。(4)錯。

選項 (5)：a + b + c = f (1)，由圖可知 f (1) £ 0，(5)對。

 
x x

y y

(0, -1) (0, -1)

圖(一) 圖(二)

y

x

圖3

(-2,0)
(2,0)1



觀念數學  2       中學代數解題策略            

112 113

第2章   二次函數

另解：（由代數式 a ¹ 0，c = -1、b2 - 4ac = 0推論）

➊選項 (3)對。

➋ c = -1、b2 - 4ac = 0  Þ  b2 + 4a = 0  Þ  
2

0
4

b
a = - £  

　又 a ¹ 0，則必 a < 0，選項 (1)對。

➌  將 c = -1、b2 + 4a = 0代入得
2

21
1 ( 2) 0

4 4

b
a b c b b+ + = - + - = - - <  

選項 (5)對。

➍  (a, b, c) = (-1, -2, -1) 滿足 a ¹ 0，c = -1、b2 - 4ac = 0，選項 (2)錯。

➎將 c = -1、b2 + 4a = 0代入得 b2 + 4ac = -4a - 4a = -8a > 0，選項 (4)錯。

說明：

➊這題可由圖形或代數式判斷，解題時也可兩者交錯使用，更易判斷。

➋  由圖形判斷通常比較簡捷，但要考慮周全，例如此題，如果只考慮圖 (二 )而沒想到圖

(一 )，選項 (2)就會出錯。

➌對於推不出的選項，最好能找出反例再確定是錯的。

實例運用【87學測，多選9】

設 a 與 b 均為實數，且二次函數 f (x) = a(x - 1)2 + b 滿足 f (4) > 0 , f (5) < 0。試問下

列何者為真？ 

(1) f (0) > 0  (2) f (-1) > 0  (3) f (-2) > 0  (4) f (-3) > 0  (5) f (-4) > 0

引導思考：

➊已知「a與 b均為實數」可能如何使用？ 

Æ 輔助條件，y = f (x) 為實係數，才會有不等式、圖形。

➋已知「二次函數 f (x) = a(x - 1)2 + b」可能如何使用？ 

Æ 實際上只有頂點 x坐標為 1、a ¹ 0。 

Æ 圖形對稱於 x = 1。

➌已知「f (4) > 0, f (5) < 0」可能如何使用？ 

Æ f (4), f (5)是 x = 4, 5相應的 y坐標。 

Æ 圖形上，(4, f (4)) 在 x軸上方，(5, f (5)) 在 x軸下方。

➍求解可能如何由圖形上判斷？如何由代數式上判斷？ 

Æ 圖形上判斷，x = 0, -1, -2, -3, -4相應的點在 x軸上方或下方。

答案：(1)(2)(3)

詳解：（由圖形判斷）

由頂點 x坐標為 1， 

(4, f (4)) 在 x軸上方，(5, f (5)) 在 x軸下方 

  Þ  圖形與 x軸一交點在 4, 5之間 

由於圖形對稱於直線 x = 1， 

  Þ  圖形與 x軸另一交點在 -3, -2之間 

圖形如右圖，可判斷 f (0) > 0、

f (-1) > 0、f (-2) > 0、f (-3) < 0、f (-4) < 0  

故選 (1)(2)(3)。

另解：（由代數式推論）

由 f (x) = a(x - 1)2 + b，f (4) > 0，f (5) < 0 

  Þ  
9 0

16 0

a b

a b

ìï + >ïïíï + <ïïî
  Þ  a < 0 

 

x

y

(1, b)

5

41

-3

-2
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可得 f (0) = a + b = (9a + b) - 8a > 0；f (-1) = 4a + b = (9a + b) - 5a > 0； 

f (-2) = 9a + b > 0；f (-3) = 16a + b < 0；f (-4) = 25a + b = (16a + b) + 9a < 0 

故選 (1)(2)(3)

說明：

➊由圖形判斷即可，但要能充分把握各條件的幾何意義。

➋另解中由代數式推論也可。

實例運用【78夜大社會組，非選擇一】

設不等式 ax2 + 2(2a - 1)x + (7a - 2) < 0 對於一切實數 x 均成立， 

試求其中常數 a 之範圍。

答案：a < -1

說明：這題為標準題，代入公式就可得解。

實例運用【86學測，單選3】

設 f (x) 為二次函數，且不等式 f (x) > 0 之解為 -2 < x < 4，則 f (2x) < 0 之解為 

(1) -1 < x < 2  (2) x < -1 或 x > 2  (3) x < -2 或 x > 4 

(4) -4 < x < 8  (5) x < -4 或 x > 8

引導思考：

➊已知「二次不等式 f (x) > 0之解為 -2 < x < 4」可能如何使用？ 

Æ 將解二次不等式的方法倒過來想：什麼樣的二次不等式解為 -2 < x < 4？

➋求解「f (2x) < 0」可能如何得到？ 

Æ 能得到 f (x)，就可代入解 f (2x) < 0

答案：(2)

詳解：

二次不等式 f (x) > 0之解為 -2 < x < 4 

  Þ  f (x) = a(x + 2)(x - 4) 且 a < 0 

所以 f (2x) < 0  Þ  a(2x + 2)(2x - 4) < 0  Þ  (2x + 2)(2x - 4) > 0 

  Þ  (x + 1)(x - 2) > 0  Þ  x < -1或 x > 2，選 (2)。 

另解：

二次不等式 f (x) > 0之解為 -2 < x < 4 

  Þ  y = f (x) 開口向下且與 x軸交於 (-2, 0)、(4, 0) 

  Þ  f (x) < 0的解為 x < -2或 x > 4 

  Þ  f (2x) < 0的解為 2x < -2或 2x > 4 

    （將所有 x都以 2x代換） 

 x(-2, 0) (4, 0)

y = f (x)
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  Þ  f (2x) < 0的解為 x < -1或 x > 2，選 (2)。

說明：

➊詳解由代數式去想，另解由函數圖形去觀察，都能解出。

➋如果只用特例 f (x) = -(x + 2)(x - 4) 去解也能得到答案。

實例運用【97指考數乙，多選7】

請問對於下列哪些選項，可以找到實數 a，使得選項裡面所有的數都同時滿足                     

一元二次不等式 x2 + (2 - a)x - 2a < 0 ？ 

(1)  -1 , 0    (2) 1 , 2 , 3 , …（所有的正整數） 

(3)  -3 , -4 , -5 , …（所有小於 -2 的整數）  (4) 97 , 2008 

(5)  -p , p（p 是圓周率）

引導思考：

➊已知「a為實數」可能如何使用？ 

Æ 這是輔助條件，實數才有不等關係，先擱著。

➋已知「x2 + (2 - a)x - 2a < 0」可能如何使用？ 

Æ 這不等式能解嗎？

➌求解式判斷「存在 a使得不等式有這些解」可能如何得到？ 

Æ 問法很奇特，尤其有 -p , p 這類奇怪的東西。 

Æ 還是該從不等式著手。

➍五個選項逐個判斷。

答案：(1)(4)

詳解：

x2 + (2 - a)x - 2a < 0  Þ  (x2 + 2x) - (ax + 2a) < 0 

  Þ  x(x + 2) - a(x + 2) < 0  Þ  (x - a)(x + 2) < 0 

  Þ  x在 a與 -2之間 

若 a > -2，則解為 -2 < x < a； 

若 a < -2，則解為 a < x < -2； 

若 a = -2，則無解。 

解的圖形如右兩圖之一。

選項 (1)：當 a > 0時，圖一包含 -1 , 0，(1)對。

選項 (2)：無論 a多大，總有正整數比 a大，圖一無法包含所有正整數，(2)錯。

選項 (3)： 無論 a多小，總有負整數比 a小，圖二無法包含所有小於 -2的整數， 

(3)錯。

選項 (4)：當 a > 2008時，圖一包含 97, 2008，(4)對。

選項 (5)：-p < -2且 p > -2，圖一無法包含 -p，圖二無法包含 p，(5)錯。

說明：

➊這題答對率 7%，是該年答對率最低的一題。

➋  最大困難點是沒發現 x2 + (2 - a)x - 2a可簡單分解，這種情況確實少見，但在一般方

法解不出時，仍是方法之一。

 

x

x

a

a-2

-2

圖一

圖二
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實例運用【101指考數乙，非選擇題一】

設二次實係數多項式函數 f (x) = ax2 + 2ax + b 在區間 -1 £ x £ 1 上的最大值為 7、最小

值為 3。試求數對 (a, b) 的所有可能值。

引導思考：

➊已知「二次實係數」可能如何使用？ 

Æ 這是輔助條件，也可看成 a ¹ 0且 a, b為實數，先擱著。

➋已知「在區間 -1 £ x £ 1上的最大值為 7、最小值為 3」可能如何使用？ 

Æ 二次式在有範圍時的極值，要配方再考慮頂點 x坐標與 a的正負。

➌二條件「最大值為 7」、「最小值為 3」求 a, b二未知數。 

Æ 將最大值、最小值表為 a, b的式子。

➍何處有最大值？何處有最小值？ 

Æ 此與 a的正負有關，但題目沒指明怎麼辦？ 

Æ 最無奈的辦法是：分成 a > 0與 a < 0兩情形討論。

➎求解「(a, b) 的所有可能值」可能有何暗示？ 

Æ 題目強烈暗示答案可能不只一組解，解題時要注意。

答案：(a, b) = (1, 4) 或 (-1, 6)

詳解：

➊配方 f (x) = ax2 + 2ax + b = a(x + 1)2 - a + b

➋當 a > 0時，x最接近 -1時 f (x) 最小，x離 -1最遠時 f (x) 最大。 

　又 -1 £ x £ 1，所以最小值為 f (-1) = 3，最大值為 f (1) = 7 

( 1) 3 1

(1) 2 7 4

f a b a

f a a b b

ì ìï ï- = - + = =ï ïï ïÞ Þí íï ï= + + = =ï ïï ïî î
，滿足 a > 0，這是一解。

➌當 a < 0時，x最接近 -1時 f (x) 最大，x離 -1最遠時 f (x) 最小。
 

　又 -1 £ x £ 1，所以最大值為 f (-1) = 7，最小值為 f (1) = 3 

( 1) 7 1

(1) 2 3 6

f a b a

f a a b b

ì ìï ï- = - + = = -ï ïï ïÞ Þí íï ï= + + = =ï ïï ïî î
，滿足 a < 0，此也為一解。

➍故得 (a, b) = (1, 4) 或 (-1, 6)

說明：

➊這題只使用基本的二次函數配方求極值。

➋  當題目反過來問，已知極值而去求二次函數，加上必須依 a的正負討論，所以還需要精

確的邏輯才能做對。

實例運用【94指考數甲，多選4】

設 f (x) = x2 + a(1 - x2) 為一實係數多項式函數，a 為常數。下列敘述何者正確： 

(1) 不論 a 是何值，f (x) 的函數圖形都不可能是直線。 

(2) 不論 a 是何值，若 f (x) 有極值，則極值都等於 a。 

(3) 0 有可能是 f (x) 的極大值。 

(4) 若 a ¹ 0，則 f (x) = 0 無重根。
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引導思考：

➊已知「f (x) = x2 + a(1 - x2)」可能如何使用？  

Æ 化為標準式 f (x) = (1 - a)x2 + a再考慮。 

Æ 當 a ¹ 1時，f (x) 為二次式；當 a = 1時，f (x) = 1為常數函數。

➋已知「實係數」可能如何使用？ 

Æ 是輔助條件，實係數多項式才有圖形，可先不管。

➌四個選項逐個討論。

答案：(2)(4)

詳解：

選項 (1)：y = f (x) 為一直線  Û  f (x) 為一次式或常數 

    當 a = 1時，f (x) = 1為一直線，(1)錯。

選項 (2)：當 a ¹ 1，f (x) = (1 - a)x2 + a，極值為 f (0) = a 

    當 a = 1時，f (x) = 1，極值為 1，(2)對。

選項 (3)：若 f (x) 有極大值 a，則 1 - a < 0  Þ  a > 1，極大值 a不為 0，(3)錯。

選項 (4)： Ax2 + Bx + C = 0有重根  Û  A ¹ 0且判別式 B2 - 4AC = 0 

f (x) = 0有重根  Û  1 - a ¹ 0且 02 - 4(1 - a)a = 0  Û  a = 0 

所以若 a ¹ 0，則 f (x) = 0無重根，(4)對。

說明：

➊這題答對率 30%，答對率偏低，選項涵蓋圖形、極值、根，都只觸及最基本的性質。

➋題目所給形式 f (x) = x2 + a(1 - x2) 並不好用，應先將 f (x) 化為標準式再看。


