
｜試讀本｜

 卡內基   大夢想實踐力6
遇見更好的自己

黑幼龍．著    定價250元

每一個人都擁有夢想，渴望成功

別以為只有成年人才能說話大聲，才具有影響力

事實上，家庭、學校、社團和人際圈子

都是青少年從小訓練培養夢想實踐力的基地

台灣卡內基創辦人黑幼龍先生提出

六個青少年時期應該培養的關鍵能力：

自信、抗壓、熱忱、溝通、人際關係、影響力
這些能力的重要性及培養方法，將給年輕朋友無限激勵

《遇見更好的自己》有大量青少年實例，包括

親子關係、同儕關係、學業問題、感情問題、自我發展等

非常貼近青少年現實生活，實用價值高

年輕的你，現在開始實踐夢想，遇見更好的自己！

預計2009年6月10日正式出版

詳見www.bookzone.com.tw



「觀念數學」第一發

林榮崧  天下文化科學館總監

2 008年7月29日，鳳凰颱風飄掠台灣過後，聯合報頭版登出斗大的頭條新聞，不是災難消息，也不是

政壇風暴，而是：「奧林匹亞，我奪五金，《觀念物理》打下基礎！」

原本在中學生、老師和關心子女教育的家長之間，默默蓄醞多年的「觀念熱」，自此突然沸騰起來，幾

乎人人皆知。

很多讀者詢問：天下文化出版了《觀念物理》、《觀念生物學》和《觀念化學》，為什麼沒出版《觀念

數學》？會不會出版《觀念數學》呢？

事實上，從《觀念物理》一推出，我們就在尋找「能確實幫助中學生正確學習、理解及思考」的《觀念

數學》叢書。直到今年2月，有幸看到任維勇老師的初稿，才讓我們拍案驚嘆：對！這就是完全符合我們

心中定義的《觀念數學》書稿！

我們希望，任老師的這本《如何學好中學數學——觀念數學（1）》，能獲得各位優秀教師的熱烈推廣，

尤其是從今年夏天起，即推薦給中學生當暑假讀物，儘快幫助學生和家長，建立正確學習數學的觀念和

方法；同時也期盼，擁有中學教學實務經驗的老師與教授，能夠針對中學數學課程的內涵，不吝於提筆

分享您的灼見，協助天下文化拓展及充實《觀念數學》叢書。

｜ 主 編 的 話 ｜ ｜

｜ ｜ ｜

物理奧林匹亞金牌得主，都讀什麼書？

家住雲林的林裕盛，及住台北的彭陸

在交給教育部的個人簡介中，

不約而同都提到了小時候讀的

「 觀念物理」這套書，

開啟了他們對物理世界的認識及興趣。

摘錄自聯合報 2008/7/29

｜

延
伸
推
薦

｜ 觀念化學
全套五冊
定價：2,000 元
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觀念物理
全套六冊

休伊特 著 
定價：2,350 元  聯合報頭版 頭條 

物理奧林匹亞奪五金
「觀念物理」打下基礎

● 台灣印行突破400,000冊

● 全國重點高中指定閱讀

●  趨勢科技董事長張明正特別推薦，並贈送給奧林匹亞

科學競賽學生

《觀念物理》是很好的一套物理入門書
 
台大物理系張慶瑞教授

對物理有興趣的學生會自己找《觀念物理》來讀
 建中物理老師李泗賓

觀念生物學
全套四冊
定價：1,440 元

http://www.bookzone.com.tw/event/ws201/index.asp
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前言 

第一章  
打破數學學習的迷思 

迷思  1.     國中數學是這樣學的，高中數學也應該這樣學。 

迷思  2.     國中數學都學不好，高中數學沒救了。 

迷思  3.     數學學不好就是因為演算題目不夠。 

迷思  4.     多背點公式就能解出題目了。 

迷思  5.     多學點特殊技巧就可以解出難題。 

迷思  6.     懂不懂沒關係，反正我會做題目就好。 

迷思  7.     我懂這是什麼，只是我說不出來。 

迷思  8.     數學考不好，趕快去補習就可以了。 

迷思  9.     數學考不好，趕快請家教就可以了。 

迷思10.     數學學不好，因為我的頭腦不好。 

迷思11.     多看幾遍自然就懂了。  

第二章  
數學的特性與學習 

1. 學習數學的歷程 ―― 一張藍圖 

2. 數學是理解的科目 

3. 數學題目可以分成三種層級 

4. 數學是絕對精確的 

5. 數學需要不斷的思考 

6. 數學題目非常多又非常相似 

7. 數學的內容是環環相扣，累積起來的。 

8. 數學是有趣的 

9. 只要方法正確，個人都能學好高中數學 

如何學好中學數學 全書目錄
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第三章  
正確學習數學的方法 

1. 新學一個定義 

1-1   數學化的定義 

1-2   深入了解一個定義 

1-3   數學化定義也可能有很多種 

1-4   直觀的定義與數學化的定義交互使用 

1-5   定義有主要部分與附帶條件 

1-6   類似定義的數學式 

2. 新學一個公式或定理 

2-1   哪些公式要背？ 

2-2   深入了解一個定理 

2-3   實例說明 

3. 如何去記一個公式或定理 

3-1   多半公式不需要死背 

3-2   算熟了就自然記下來 

3-3   用特例去推廣公式 

3-4   用性質或特例去記公式 

3-5   可以互推的公式只記一個 

3-6   類似公式一起背 

3-7   用一個公式去推其他公式 

3-8   只記公式的關鍵 

3-9   用圖形記公式 

4. 注意等價的關係 

5. 基本的解題策略 

5-1   什麼是解題策略？ 

5-2   條件與求解﹙或求證﹚數學化 

5-3   找尋條件與求解的關係 
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5-4   化簡的方向 

5-5   假設未知數，再列方程式解之 

5-6   條件式可以用來消去變數 

5-7   題目屬於哪個範疇？有什麼公式可用？ 

5-8   可否代換成簡單的型態？ 

5-9   運用解題策略 

6. 熟練基本練習 ―― 百分之百的理解 

7. 理解標準題  ―― 提升理解的層次 

7-1   這個題目怎麼做？ 

7-2   為什麼這樣做是對的？ 

7-3   為什麼會想到要這樣做？ 

7-4   這一類的問題該怎麼做？ 

7-5   多幾個例子 

7-6   學會深入思考問題 

8. 學完一個段落――構築解題策略 

8-1   小範圍的解題策略 

8-2   解題策略實例1：餘弦定理 

8-3   中範圍的解題策略 

8-4   解題策略實例2：餘式定理 

8-5   解題策略實例3進一步的三角問題 

8-6   大範圍的解題策略 

8-7   解題策略實例4指數問題 

8-8   解題策略實例5比大小問題 

8-9   解題策略實例6算幾不等式 

8-10 要建立自己的解題策略 

9.  學習解思考題 

9-1   解題思考的過程 

9-2   解思考題的實例 
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9-3   解完思考題之後 

9-4   有很多不同的解法 

10. 考試作答技巧 

10-1   看題目時慢一點、仔細一點 

10-2   做完一題後，立刻重新看一遍題目 

10-3   用代入特殊數值得答案 

10-4   能不能猜答案 

10-5   隨時記得驗算 

10-6   作答卷寫清楚 

10-7   其他該注意事項 

11. 如何避免粗心錯？ 

11-1   純粹的粗心錯 

11-2   不精確的粗心錯 

11-3   不專心的粗心錯 

第四章  
解決數學學習的問題   

1. 我的孩子在學校上數學課都聽不懂，怎麼辦？ 

2. 我的孩子上課都聽懂了，可是考試都不理想，怎麼辦？ 

3. 我的孩子小考都還不錯，可是段考就不太理想，怎麼辦？ 

4. 我的孩子總是容易粗心錯，怎麼辦？ 

5. 我的孩子記性不好，公式總是背不起來，怎麼辦？ 

6. 我的孩子各科都很好，只有數學差，怎麼辦？ 

7. 我的孩子每次打開數學課本就發呆，怎麼辦？ 

8. 資優生也可能會有問題 

附錄

簡易邏輯 ―― 數學的規則



前 言

執教二十多年，看過很多令人同情的學生、無助的家長，他們耗費了很多時間與

金錢，卻沒有收穫。只因找不到學習方法，造成學生的痛苦，家長的無奈。學生最大

的問題在於學習方法，大多數同學都沿襲不正確的方式，效果始終有限，因為他們已

經養成了固有的學習習慣，不是三言兩語可以改變的。很多老師都會不斷提醒學生：「要

理解，要思考，不要死背。」可是很少人能告訴學生如何理解、思考？如何學好高中數

學？

所謂不正確的方式，就是過度使用記憶與熟練代替應有的理解與思考。很多學生

就是這樣學數學：上課專心聽講、抄筆記，回家後拿出筆記，先背公式，然後將老師

教過的再看一次，或照著筆記再算一次，然後拿出參考書，努力做題目，會的就做，

不會的就看解答，不懂的就記下來。這樣也不能說錯，只是好像少了什麼？不錯，少

了思考。高中數學最重要的是邏輯的因果關係，而計算過程是工具。模仿與熟練只有

在最基本處，真正的學習是解決問題的能力。只在記憶與熟練，當然效果有限。

簡單的說，數學學習的最後成果是解題，解題的過程需要思考。數學思考與生活

思考很類似，只是需要更精確。而且先要對數學內容有充分理解，才能夠運用數學知

識做思考工具。深入的理解、精確的態度與自然的思考，就能學好數學。詳細的說，

就是本書的內容。

坊間也有不少有關數學學習的書籍，大多是翻譯國外著作。有的適用於研究者，

談的是大環境、大方向；有的適用資優生，談的是解題的技術；有的只是用趣味碰觸

數學，而無實際幫助。沒有一本是針對高中生的數學學習。

來自教授、老師、學生的衷心推薦

本書出自第一線教師的現身說法，重點圍繞在數學思維與解題策略，內容極為豐富有

用。至於在書寫風格上，作者則排除理論而直接訴諸實例，表現了樸拙的意義與價

值。這是難得一見的一本中學數學學習指南，非常值得推薦。

──師大數學系　洪萬生教授

讀了任老師寫的這本書之後，相信你會發現數學一點都不困難， 

解題充滿樂趣，並且信心滿滿。

──台大數學系　張海潮教授

對於每一種我知道或者能想像的數學學習困難，任老師都有專業的評析與建議； 

而且他通常用慧黠的方式說出來。 

如果拿起這本書的是學生家長，可以先翻閱第四章。

──中央大學數學系　單維彰教授

「從基本開始，吃透範例，看穿結構，課本算十遍」，這是我在建中任教時 

對學生的耳提面命。但是「基本觀念徹底釐清，理解公式的來由和步驟的推導， 

基礎穩固後自然觸類旁通」，卻是一知半解與追求速成的台灣學生最忽略的。 

很高興有這樣的一本書，告訴學生如何學數學才是正確的， 

希望這本書能夠導正錯誤的數學學習。

──高雄大學應用數學系　游森棚副教授 
（曾任建國中學數理資優班教師）

想要學好數學先要喜歡數學，本書讓我們知道數學學習的關鍵， 

了解數學各單元是怎麼彼此連接，使我們面對數學時，不再那麼害怕， 

甚至喜歡上它，可以在最短的時間內，學到數學的本質與內涵。

──北一女中　翁錫伍老師

像一面能養顏美容的鏡子，直接地反映了學生學習數學的問題， 

並提出了精確的解決之道。

──北一女學生　林妏霙（98學測滿級分）

讓數學從此帶給你煥然一新而欣喜的感動。

──北一女學生　蘇意涵（英特爾國際科展「傑出青年科學家獎」）



觀念數學  1                     如何學好中學數學

係，先至少做到一部分，就會對數學有全新的感受，有效了再更全面性地去做。

第四章為解決數學學習的問題，這一章我將學生的問題細分成多種類型，直接針

對各種類型，提供最可能的原因與改進的方法。家長和學生可以一起想想問題出在哪

裡？再做相應的改正。

附錄是簡易的邏輯，如要精確的學習數學，了解數學的邏輯是必要的，學生若還

不清楚，就必須學習。我盡量用淺顯的方式說出重點，並將學生最容易犯的錯誤列出。

完成這本書要感謝所有教過我與被我教過的人，是你們讓我對數學學習有這麼深

的感受。尤其是老婆在我寫書期間對我的包容，以及北一女中溫、良兩班寶貝給我的

鼓勵，其中蘇意涵、林妏霙同學更給我很多寶貴意見。

如何使用本書──家長

首先，致上個人真摯的敬意。會閱讀本書的家長，不僅是關心孩子課業，而且是

會去尋求適當方法的家長。教育孩子真的是門學問，也是挑戰，是一種甜蜜的辛苦。

對父母而言，孩子的成長只有一次，失敗就很難重來。我也是孩子的爸，常常覺得教

育的資訊不易取得，就書籍而言，只有學齡前教育比較充足，上國中以後幾乎就只看

到參考書，明知道那是填鴨，可是有別的選擇嗎？

上高中以後，很少家長有辦法自己幫助孩子，我遇過不少父母是博士、教授，可

是術業有專攻，他們也無法樣樣顧到。像我是高中數學老師，我也只懂數學，孩子的

英文我就一竅不通了。

有人以為只有成績不好的學生家長才會覺得困擾，實際上，多半關心孩子的家長

都戰戰兢兢的看著孩子成長，生活、課業、⋯⋯，成績不好會令人擔心，成績好的希

我用了兩年多寫出這本書，針對高中生，詳細寫出正確的學習方法，其中範例也

都取自目前國、高中的教材。同時也告訴學生為什麼要這樣做？只有先了解為何現在

的學習無效，才能了解為什麼要改變習慣的方式，才願意試著用本書所說的方法。其

中一部分的內容，也合適家長閱讀，讓家長也能了解該如何幫助孩子。本書所說的方

式是高標準的，如能完全做到，必能成為數學高手。開始時也許很難完全做到，只要

確認學習方向做下去，一旦習慣了，不但能學好數學，更能學得輕鬆，並且享受數學

的樂趣。

在不同的階段也有不同的學習方法，國小、國中、高中、大學的學習方法與重點

都有些不同，本書是針對高中階段的數學學習。也有少數國中生能以這樣的方式學數

學，就是那些輕鬆又快樂學好數學的學生。不過由於國中生的心智成熟度與課程需要，

也不用強求，以免揠苗助長，大約在國三時逐漸改變即可。而對於高中生，就必須用

本書的方式學習了。將來上大學後，學習必須更深入，思考變得更精確。

本書共分四章。

第一章為打破數學學習的迷思，我列出11項似是而非，不完全正確，卻是很多人

的直覺想法。我深入的說明或加以修正，希望破除這些迷思。建議家長與學生一起閱

讀，也可以一起討論，當你們也能體會出，只靠記憶與熟練無法學好數學，才能真心

願意去改變學習習慣。

第二章為數學的特性與學習，這裡要重建對數學的正確認識，也說明正確的學習

態度。我要強調，學習數學所需要的思考與我們日常的思考差別不大，只要運用自己

的智慧，將它用在數學上。

第三章為正確學習數學的方法，也是本書最重要的一章，內容詳細解說學習數學

的細節與數學思考的方法。請學生仔細閱讀，並自己想一想，是否這才是理解數學的

方法？盡量照著做，最好還常能翻閱並檢視自己的學習。剛開始無法完全做到也沒關
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都有不同的方法和方向，不能順應變化而調整的，勢必被淘汰。

請先仔細閱讀第一、二章，先了解高中數學的難度，做好心理準備。再仔細閱讀

第三章，完全不懂的例子可以跳過，等學到時再翻閱比較。隨時要拿出本書檢驗自己

的學習方法是否正確？記著，本書提醒的是方法，照正確方法做下去才會有效果。

祝你們上高中後都有順利的起步。

如何使用本書──高中生

如果你已經讀完了高一數學，一定能體會高中數學變化多端，難以捉摸。閱讀本

書後，一定會有很深的感觸。

不論你現在的數學成績如何，請先仔細閱讀第一、二章，想一想書中所說的是否

有道理？再仔細閱讀第三章，比較一下自己的學習。對於定義、定理的理解夠深入嗎？

解難題時有自己思考嗎？改變自己學習的方式是很困難的，了解自己是改變的第一步。

如果你正為數學苦惱，改變數學學習方法是唯一的路。改變永遠不遲，初期可能

不適應，甚至因為破壞既有的節奏而痛苦。努力照著本書去做，做不徹底也無妨，先

要求走對方向。首先掌握第三章第5節的「基本解題策略」，再配合深入的學習，試著

自己去解題，很快就能對數學有新的感覺。

如果你是學習數學已有心得的學生，你應該有正確的方向，請你仔細研讀第三章

第8節的「構築解題策略」，相信你一定會發現更多好方法，你也一定願意用更多的思

考。本書會讓你再突破，讓你的數學百尺竿頭更進一步。

祝你們都能在數學中找到樂趣。

｛以下內容，摘自本書第三章｝

望他更好，有時看到家長的焦慮甚至超過孩子。這裡順便提醒各位家長，去尋求更好

的方法幫助孩子，而不是一昧的要求孩子。還有，不要將自己的焦慮讓孩子看見，父

母的焦慮有時也會變成孩子沉重的壓力。

即使各位家長完全不懂數學也無妨，請先仔細閱讀本書第一、二章，去了解數學

的特性與學習的方式。這兩章與數學內容無關，每個人都可以看懂，也可以和孩子一

起看，一起討論。了解數學的特性，才有辦法幫助孩子，而不只是一再要求孩子努力

得高分而已，同時也知道孩子面對的困難是什麼，該怎樣去循著正確方法學數學。然

後再看第四章，針對孩子的問題提醒孩子改正習慣。

如何使用本書──國中畢業生

首先，恭喜你進入學生生涯的新階段，既期待又怕被傷害，也恭喜你閱讀本書，

踏出了正確的第一步。過去很多優秀的國中畢業生到了高中就受到嚴重的傷害，於是

很多人盡量提早學習高中教材的內容，其實更重要的是要學習高中該有的學習態度與

方法。

曾聽過一個建中資深老師說，他遇過一個學生，從高二開始，數學通常只有兩種

成績：0分和5分，0分是正常的，5分是因為題目有錯而送分。能考上建中當然基測的

數學成績一定很高，怎會有如此下場？不能適應高中數學，最後由挫敗到排斥變成放

棄，令人惋惜。

我必須提醒，高中數學與國中數學真的很不同，難度與廣度加大是必然的，而學

習的方法也能需要大幅的改變。回想從小學到國中階段，就有不少人被數學打敗了。

通常不是不用功，而是學習方法無法隨階段改變，事實上求學（或人生）的每一個階段，




  很多數學老師都會一再叮嚀學生：「學數學要理解，要思

考，不要死背。」這是句金玉良言，可是對有些學生而

言，這句話太空洞了，對一個習慣以記憶、熟練去面對數

學的學生，他無法體會什麼是理解。這一章就是要更清楚

地說明並舉例：如何去理解？理解些什麼？如何去思考？

要思考些什麼？

坊間也有一些書在討論如何解題，各種方式、想法，洋洋

灑灑一堆，可是對一般學生幾乎沒有幫助，因為他們遺漏

了解題的基本能力。先要把定義、定理完全掌握，對學過

的題目徹底了解，累積足夠的數學知識以後，才可能去談

解題方法。如果基本功沒有紮實，解題只是美麗的空中樓

閣，根本無法蓋起來。本章所提到的數學學習方法，可以

說是非常全面性的。先了解怎樣學定義、定理，學習怎樣

深入對題目的理解，然後再談如何解題，這時自然能水到

渠成。

各節所詳述的方法都不是一下就可以達到，先了解該怎麼

做，努力做下去就會愈來愈順手，也會逐漸體會到數學其

實沒有那麼難。3∞
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2
新學一個公式或定理

公式通常是指「將一串常用而複雜的運算簡化成一個簡單結果」，例如：

等差數列的首項為a，公差為d，則此等差數列的第n項an = a + (n − 1)d，

或是 (x + y)2 = x2 + 2xy + y2，熟記公式後就可以跳過其中的計算。照理

說，忘記公式時則必須自行計算，多花一點時間還是可以解決問題。

定理通常是指「在某些特定條件下，必定會有的一些結論」，例如餘

式定理：多項式f (x) 除以x − c的餘式為f (c)。餘弦定理：△ABC三對應

邊長a , b , c，則a2 = b2 + c2 − 2bccos A。

通常定理的條件與結論比公式複雜，不過這只是大概的區分。不論是

公式、定理，或被稱為性質、規律、引理或關係等等，都是數學上「可以

證明，也可以直接引用」的工具。在本書中，我都統稱它們為公式或定理。

它們可能只是幾個簡單步驟的結果，也可能是複雜觀念或計算所推出的結

論，而在學習與使用的方法都差不多。

定理就像工具，能夠熟練使用才是最重要的。老師傅隨身帶幾樣工具，

就能修理很多水電問題。我家有一套一百多件的工具組，可是我什麼都不

會修。解決問題的是人而不是工具，同樣的，公式不用多，能精確又適切

的使用才是重點。

 ^

G

 ^

2-1      哪些公式要背？

這很難訂出一個標準，通常也要隨個人學習進度或對自己的要求而決定。大致上，

課本有的公式都要背，那些公式是學習到那個程度就應該要會的。至於其他的公式可

以依據下面三個原則：

一、只有經常會用到的公式才要背。相對的，不常用的公式即使背了也會忘記，

不如不背。當然不背公式的意思是寧願多花一點時間慢慢算出來。有些公式

完全是針對一個題目量身打造的，背這種公式好像很棒，代入公式馬上就得

到答案。但一段時間後，忘了公式就什麼都不會了，遇見稍有變化的題目也

無法使用。更重要的是：背這種公式使我們不去做該有的思考，反而傷害了

數學學習。

二、只有能省略大段運算過程的公式才要背。而且對公式的使用方法也要清楚。

有的學生只記得「這個題目套這個公式」，而沒有仔細想清楚套用公式的時機

與適用性，結果背公式就像背答案一樣了。相對的，如果可以簡單計算出結

果的就不要背公式，寧願每次用算的。如果常用，會越算越快，最後算的跟

背的一樣快，但是永遠不怕忘記，也不會記錯。

三、有簡單道理可以簡單記得的公式也可以記。這類公式的形式可能讓人看了就

覺得很有道理，也有些定理由圖形上就能「感覺」它是對的。這種道理並不

一定是精確的證明，我們記的只是「這看起來是對的，結果真的是對的」。這

樣的公式或定理很多，有時我們也刻意去想出一些合理的解釋幫助我們去記

定理。例如：等腰三角形的兩底角也相等﹙因為兩邊對稱﹚；三角形的大邊

對應大角（畫幾個三角形就能感覺到）。
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背太多不該背的公式也是一種錯誤的學習方法，只想依賴背公式來解題是一種錯

誤的心態。簡單的判別方式：如果常感覺數學有背不完的公式，或者總覺得公式背了

又忘，就該考慮是否硬去記那些不必記的公式了？

2-2      深入了解一個定理

有些學生看到公式或定理就背，然後學習如何套到題目中，然後做幾個類似題，

做對了就以為學會定理了。如果只把學習重心放在解題上，而不是真正了解定理，當

然將來就很難活用這些定理。學習目標應該是深度理解定理，理解定理本身才是最重

要的，然後才是學會怎樣應用定理去解題。學通一個題目就只是一個題目，學通一個

定理就會解一堆題目。

有一次剛檢討完考卷，曉菁帶著她的作答卷來問：「老師，我這樣做為什麼會錯？」

我看了曉菁的作答，她誤用了一個定理，於是我反問她：「這裏為什麼可以這樣做？」

曉菁看了我一眼，疑惑的問：「上次那題這樣做就對了呀。」曉菁的想法裡，她照著上

次那題的做法照樣做就應該會對了，可是這次題目的條件變了一點，原來定理就不適

用了。這是很多學生的共通問題，沒有用定理本身去推論，而是模仿類似的經驗。這

樣的學習是本末倒置，想要簡單學習結果踢到鐵板。

如何深入學習一個定理呢？新學了一個定理後，也許做過幾個基本運算、標準題，

就該開始思考這幾個問題了：

一、這定理有些什麼條件？有些什麼結論？如何證明？首先清楚定理的主體，並

且考慮一下，這結論是否合理？舉幾個例子試試看。如果條件有很多個，試

試看，拿掉一個條件會如何？結論還成立嗎？或是結論會改變成怎樣？這樣

考慮過就不容易誤用定理了。

二、這定理要怎麼用？也就是定理的結論用來解決什麼樣的問題？或是定理的使

用範圍在哪？有什麼限制？這也是很重要的一步，我們必須能在遇見相關的

問題時，「主動」想到這個定理，有時也要能盡快發現某個題目不適用。

三、有沒有其他定理與這個定理有相關性？也就是有沒有其他定理有類似的條件

或結論？或是在相同範圍中還有哪些公式。分清楚它們使用時有什麼差異，

解題時應該同時想到這一組公式，了解它們的差異才能迅速找到合適的公式。

每個公式都應該從這三個方向仔細考慮。

2-3      實例說明

實例說明1二次方程式的公式解﹙國中﹚

二次方程式ax2 + bx + c = 0的解為x =
- ± -b b ac

a

2 4
2

。

這是國中一個重要的公式，每一個學生都應該背的很熟，高中時也常會使用。可

是學習這個公式不是背了就好，現在我們分析一下：

Ω∑∞
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一、這個公式的條件必須是一個二次方程式，結論是求出此方程式的根，證明方

法是用配方法解出。以這個公式為例，應該是先會配方法解二次方程式，然

後再學公式簡單求解，這樣按部就班的學習，萬一忘了公式，只需麻煩一點

用配方法。另外，這個公式就完全符合2-1所說的前兩個條件。因為計算繁瑣

才需要公式簡化，因為經常使用才不會忘記。

二、這個公式該怎樣用？當然是在解二次方程式的根時用這個公式。如果二次式

能夠簡單分解，我們會用十字交乘法分解再求方程式的根。如果無法簡單分

解，我們可以用配方法或代公式去求方程式的根，可是配方法計算冗長，而

我們又常常需要去解二次方程式，所以有這個公式來縮減計算的過程。另外，

有些方程式可以簡化或代換成二次方程式。例如：
x

x

2 5 4-
= 或x4 − 10x2 + 9 = 0。

三、至少有兩組公式與這個公式有關：根的判別、根與係數關係。而這兩組公式

都是原公式再延伸後的結果，比較一下它們的用法吧。

	 根的判別：二次方程式ax2 + bx + c = 0的解

  (1) 兩相異實數根 ⇔ b2 − 4ac > 0

  (2) 兩相等實數根 ⇔ b2 − 4ac = 0

  (3) 沒有實數根 ⇔ b2 − 4ac < 0

  其中b2 − 4ac為ax2 + bx + c = 0判別式。

 這個公式的由來就是二次方程式的根的公式，稍微比較一下，一個是求「根

等於多少？」，一個是求「根的性質或實根的個數為何？」，使用的時機不同吧。

	 根與係數關係：ax2 + bx + c = 0的兩根為 α、β，則

α + β = -
b
a
，αβ = c

a

 這個公式可以由二次方程式的根的公式來證明。比較一下，這個公式是求「由

兩根 α、β 所衍伸出來的算式」，例如：α2 + β2、
α
β

β
α

+ ，而不是直接求兩根。

實例說明2餘弦定理﹙高中第二冊﹚

△ABC三頂點A、B、C的對邊長分別為a、b、c，則會滿足 

a2 = b2 + c2 − 2bccos A，b2 = c2 + a2 − 2cacos B，c2 = a2 + b2 − 2abcos A

結論也可以寫成 cos cosA b c a
bc

B c a b
ca

=
+ -

=
+ -2 2 2 2 2 2

2 2
 ， cosC a b c

ab
=

+ -2 2 2

2
。

這是高中三角函數單元的重要公式，很多高中生都背的很熟，也能套進基本題中解題，

可是遇到更深入的思考題時，就無法靈活的使用這個公式了。現在我們深入分析一下：

一、公式的條件很單純，就是三角形的邊與角。結論也很單純，就是一個等式a2 

= b2 + c2 − 2bccos A，從圖形去記只要記一個式子即可。兩種結論是等價的，

可以由一種推到另一種。證明方法很多，三角或解析幾何都能證出。特別當

A = 90° 時，cos A = 0，餘弦定理就變成畢氏定理a2 = b2 + c2。

Ω∑∞
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二、餘弦定理是三角形的邊角關係式，任何牽扯三角形邊與角的問題就該想到它

了。餘弦定理的式子包含三個邊長與一個夾角，也就是三邊一角關係式。那

麼我可以由三邊去求一角，也可以由二邊一角去求第三邊，甚至已知一邊一

角就可以得到另兩邊的一個關係式，或是只知一角就可以得到三邊的一個關

係式。看起來有點複雜，其實也可以這樣簡單想：如果已知與求解合起來有

三邊一角，就可以用餘弦定理了。

三、這個式子屬於三角形邊與角的關係式，有關邊角關係式還有三角形三內角和

為180°、兩邊和大於第三邊與正弦定理。前兩者大家都能靈活使用，我們考

慮一下正弦定理：
a

A
b

B
c

C
R

sin sin sin
= = = 2 ，其中R為△ABC的外接圓半徑。

暫且不考慮R，正弦定理是二邊二角的關係式，若已知與求解合起來是二邊

二角，就該用正弦定理了。這樣綜合正弦定理與餘弦定理就可以解出很多單

一三角形的問題了。再深入想想，當一個三角形有三個邊、角的條件，則這

個三角形就會是有限組解。這裡的「有限」是說通常是恰一組解，有時可能

無解或兩解。國中學的三角形全等條件都是三個條件，所以若是已知三個邊

或角，就應該能求出其他的邊或角，而正弦定理與餘弦定理就提供我們方法了。

實例說明3虛根成對定理﹙高中第一冊﹚

f (x) = 0是一個實係數多項式方程式，若 f (x) = 0有一虛根 z， 

則 z 也是 f (x) = 0的一根。

Ω∑∞

一、這定理有二個條件，f (x)必須是一個實係數多項式、f (x) = 0有一虛根 z。結論

是 f (x) = 0也會有一根 z，還有另一個衍生的結論：實係數多項式方程式必定

有偶數個虛根。證明方法不難，但有一些繁瑣，課本上都有完整證明。其中「實

係數」這個條件很重要，若少了這條件，結論就不成立了。

x2 − (1 + i)x + i = 0    (x − 1)(x − i) = 0    x = 1 , i

 就是一個反例，因為不是實係數，所以有一根 i，但沒有共軛複數根 − i。

二、直接使用很單純：「設a , b ∈ R，x2 + ax + b = 0有一根2 + 3i，則有一根2 − 

3i。」是對的用法，「設x2 + ax + b = 0有一根2 + 3i，則有一根2 − 3i。」就錯了。

學習時把條件看清楚，使用時把條件想清楚，就不會誤用了。

三、相關的定理有代數基本定理、實根勘根定理，每當使用這三個定理中任何一

個，就要主動想到另外兩個。當他們彼此交互運用，又能得到很多結論。細

節不是本書重點，就不再多闡述了。

如果讀者已經學過這三個公式，看過上面實例，就該了解到如何做才是深入學習

一個定理。很多學生公式記的很多也記的很熟，可是自行解題時都用不出來，那不是

不懂，而是懂得不夠深入。能夠這樣深入學習定理，才能運用自如。

每個學生大概都有這樣的經驗：考試時遇到怎麼想都想不出來的題目，等到老師

講解時才發現，其實一點都不難。解題用的方法自己都知道，公式也都會，只是自己

沒有「想到」該如此使用。多半的問題是無法善用自己認得的公式，而不是會的公式

太少。
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3
如何去記一個公式或定理

數學是理解的科目，重點不是「背」公式，更不是「多」背公式。背

的少又背的巧才是正確方向。

記公式也是有技巧的，最忌諱的是「死背」，也就是像背國文課文那樣，

利用反覆朗誦或默唸把公式記下來。最快記得公式的方法不一定是死背，

而最快忘記公式的方法絕對是死背。死背方式記公式容易忘記，更容易誤

用，特別是一些複雜又不常用的公式。數學裡需要死背的公式非常少，只

有當公式的推導過程很長，而且沒有簡單的看法，又要經常使用，這樣的

公式只好死背。例如九九乘法表，大概每個人當初都是死背起來的，沒有

人看過幾遍就「看懂所以就認得了」，但因為經常使用，也不怕會忘記。

有的人﹙甚至有些老師﹚覺得多背些公式總比少背好吧，這是很可怕

的想法，好像以為亂吃補藥沒關係，其實副作用很可怕的。同樣範圍的學

習裡，只記住5個公式的學生會記得很熟，必須想辦法活用這5個公式來解

題；去記50個公式的學生會記不熟而誤用，而且會只想套公式，阻礙了思

考的能力。

 ^

G

 ^

3-1      多半公式不需要死背

請問你數學裡哪一個公式最難背？我覺得九九乘法表最難背。別當我開玩笑，請

你想想看，你還學過哪一個公式比九九乘法表更大或更複雜？既然九九乘法表都能背

起來，當然其他公式也都能背起來。可是多半學生的問題不是「背不起來」，而是背了

又忘了，或是無法正確使用，或是該用的時候想不到它。當然大家都知道原因，其它

公式沒有像九九乘法表那樣每天用，所以就需要一些技巧去記公式。

有一次我問學生：「怎樣的公式永遠不會忘記？」等學生想不到好辦法後，我再告

訴他們：「沒有背的公式永遠不會忘記。」學生一片譁然，說我在唬爛。可是我是說真的，

因為很多公式用對方法就認得了，根本不用背。有些用算就好了，有些想清楚就認得

了，有些可以用特例去延伸，有時算熟了就自然記下來了。請問你「7 + 8 =？」，再請

問你是用「算」的還是「記」的？你以前背過九九「加」法表嗎？你大概算熟了就自

然記下來了。如果你仍不相信「算熟了就自然記下來」，我再舉一個國中數學的例子，

若你是中上程度的學生，請你做一題因式分解：x2 − 5x + 6。

你是否一看就知道x2 − 5x + 6 = (x − 2)(x − 3)，你是用算的？還是背的？還是算熟

了就自然看出來了。

3-2到3-8是一些例子說明各種記公式的方法，我所列出的方法是讓大家不容易忘

記，如果再配合第2節深入了解定理，則這些公式不容易忘記也不容易用錯。死背數

學而不去了解的後果很可怕，曾聽說有私立高職的學生竟然不會做分數的加減法，我

無法想像他們的情形，可是我確定各位會算「分數加減法」的同學都沒有去死背「分

數加減法公式」吧。
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3-2      算熟了就自然記下來

對於計算過程不長的公式，最好的辦法就是直接算，也有些公式推導過程稍長，

可以用精簡的想法縮短計算步驟，使得可以直接算。不要擔心這樣速度會慢，我們往

往在算熟後可以直接看出結果，有時比背的還要快，而且不會弄錯，反而是那種背下

來後就不再想原因的同學才會弄錯或忘記。

下面是一組重要的公式，很多學生看我推演一次，就自然記下而且從未忘記，其

實我只有教學生用簡單的方法去算出結果，或說是看出結果，而不是記下結果。

實例說明﹙國中到高中範圍﹚

國中的一個基本公式：(a + b)2 = a2 + 2ab + b2

很多學生就這樣背：

「a加b平方等於a平方加2ab加b平方。」

現在我們看看這個公式的原理：

 

( ) ( )( )a b a b a b a ab ba b a ab b+ = + + = + + + = + +2 2 2 2 22

Ω∑∞

換個方式看看吧：

如右圖，乘出來共有4項，兩條直的實線對應

乘出a2與b2，兩條交叉的虛線對應乘出2ab。

這方法是直接算出結果，多算幾遍就自然能記

得公式了。

如果能用右上圖「認出」這個公式，就可以不

用硬背，還可以有下面的推廣了： 

看著下面的圖，你能不能說出 (a + b + c)2 =？

a b c

a b c

+ +

+ +´

乘出來共有3 × 3 = 9項，

先算三條直的實線得到a2 + b2 + c2

三組交叉的虛線對應乘出2ab + 2bc + 2ca

看著上圖，你能不能「看出」：

(a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2bc + 2ca

「算出」、「看出」比背起來有用多了，若上兩個例子你都可以用算出來

代替背公式，現在你可以進一步想一想 (a + b + c + d)2 =？

「哇！中間的交叉虛線太多，我已經看不清楚了。」別急，看不清楚是正

常的，即使前面的你看清楚了，(a + b + c + d + e)2還是很難看清楚吧。

a b

a b

a ab b

+

+

+ +

´
2 22
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所以我們要有點新想法。重新再看這個圖：

a b c

a b c

+ +

+ +´

上下對應相同文字的都乘成平方，係數都是1；上下對應不同文字的都

變成交叉虛線，所以係數都是2﹙有ab就有ba，變成2ab﹚。

那麼 (a + b + c + d)2應該有a2 + b2 + c2 + d2吧，係數是2的會有哪些呢？

任何不同字母相乘的項都該有：

　　先由a往後乘，有ab , ac , ad

　　再由b往後乘，有bc , bd	

a b c d
a b c d
a b c d

　　再由c往後乘，有cd

那麼應該有2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd吧？

請你自己拿一張紙重新算一遍 (a + b + c + d)2，注意後半部要依著順序

以免遺漏。

如果你也能自己「算出」這個公式，恭喜你，你也可以再看看這個公式

的終極版本：

﹙和﹚ 2 =﹙平方和﹚ + 2 ×﹙兩兩相乘之和﹚

你是否也可以「看懂」這個公式？記著，每次用它時，心中都要想一下剛才的圖，

你就永遠不會忘記了。

有許多同學看到公式就背，其實很多課本或參考書上的式子不一定是公式，有時

只是「整理出來的結論」。我們應該想想為什麼會這樣？自己能夠算出來就好，如果常

用，自然算得很快。

我在國中參考書中看到這個：

實例說明﹙國中﹚

L : ax + by + c = 0為一直線，

(1) 當a = 0時，L垂直y軸，平行x軸。

(2) 當b = 0時，L垂直x軸，平行y軸。

(3) 當c = 0時，L通過原點。

這當然不算是公式，如果用背的，一不小心就會

弄混，我們可以循著下面的步驟，逐步的想清楚：

y = 2是一條直線，利用書上的坐標圖，考慮y坐標

為2的那些點，畫出 (0, 2) ,  (1, 2) , (2, 2) , (3, 2) , ⋯，

我們自然看出來它是一條平行x軸的水平線，再試試看，

y = 3與y = 5也是水平線吧，那我們就發現y = k這樣的

直線都是水平線了，也可以這樣想，「y坐標固定的點

x

y

Ω∑∞
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「高度都一樣」，所以是水平線。」

同樣的道理，x = k這樣的直線都是鉛直線了。

再看上面的規則 (1)，當a = 0時，L為by + c = 0，也就是x項沒有了，L可變為y = 

-
c
b
，y坐標相同的點連成水平線。這是幾何常用的規則，每次都這樣想過，就不可能

忘記或記錯了。規則 (2)也是一樣道理。

再看上面的規則 (3)，當c = 0時，L為ax + by = 0，如果用原點 (0 , 0) 代入得到0 = 

0成立，所以L必通過原點。

有人擔心這樣推演會不會太慢，放心，多推演幾次就會跟背的一樣快，而且這樣

推演是有道理的，所以不會弄錯。還有一個更大的好處，這樣的想法常常可以推廣，

例如二次函數y = 2x2 − 5x的圖形也會通過原點，高中學的圓x2 + y2 + 4x = 0也一樣會通

過原點，道理都一樣吧。

在國中與高中數學裡，都有很多這類不需要背的公式，它們計算的過程很短，或

者道理很簡單，那麼我們就應該用算的，算熟了比背熟了更有用。有些公式或定理演

算過程比較長，可是也可以將過程簡化。

實例說明﹙高中第一冊﹚

餘式定理：

多項式 f (x) 除以x − a所得的餘式為 f (a)。

證明：

由除法原理可設

f (x) = (x − a)Q(x) + r，r為餘式

以x = a代入得：

f (a) = (a − a)Q(a) + r    ⇒   f (a) = r

所以餘式為 f (a)

過程有點長，現在我們把它簡化一下：

A除以B得商Q餘R，就是A = BQ + R，

當B = 0代入A = BQ + R時，就得到A = R

所以，「當除式等於0的x代入被除式，就變成餘式了」。這樣記就很簡單而且有道

理了。

再看另一個形式的餘式定理：

多項式 f (x) 除以ax − b所得的餘式為 f ( b
a )，也一樣吧。

Ω∑∞



觀念數學  1                     如何學好中學數學

有一次我看到學生在背下面的「公式」：

實例說明﹙高中第二冊﹚

n為自然數，

log x的首數為n  ⇒  x為n + 1位數。

log x的首數為 − n  ⇒  x小數點後第n位數開始不為0。

這當然算不上公式，更不該用背的。簡單想一下，如果 log x = n  ⇒  x = 10n  ⇒  x

是1後面加上n個0，為n + 1位數；如果 log x = −2  ⇒  x = 0.01，小數點後第2位數開始

不為0。自己想一下就能看清楚，那麼就不要背，多想幾次就不會弄錯，更不用擔心會

忘記。

你也能想著原理就寫出公式嗎？如果能夠做得到，請記著，每次使用時都還是要

想一下原理，這樣你就永遠不會忘了。

Ω∑∞
8
學完一個段落──構築解題策略

這一節是本書的重點，前兩節「熟練基本題」與「理解標準題」都是

要深化對題目的學習。可是當我們面對那些沒見過或已經忘了的題目，這

時就要運用解題策略尋求解題方法。在第5節中，我們看的「基本解題策略」

都屬於大範圍的解題策略，幾乎在任何單元的數學問題都可能用到。而在

數學的各個單元裡，針對單元的特性，就有一些中範圍的解題策略。或是

針對某類題目或某種條件、求解，又有一些小範圍的解題策略。這些策略

在解題時也需要交互運用。

我們都必須體會解題策略的重要性，尤其是中、小範圍的解題策略，

每個同學要學習自己建立解題策略。經由自己的歸納與思考，再不斷修正、

擴充，這樣體會出自己的解題策略，才是自己不會忘記的，也保證能夠靈

活運用的。

沒有完美的解題策略，也無法保證解出所有題目，但不斷改進解題策

略，才能有更強的解題能力。運用解題策略可以讓自己憑數學能力解題，

不需要去記解法，而是有能力去解，也可以解出很多沒見過的題目。最重

要的是，這樣才能真正享受解數學的樂趣。

 ^

G

 ^
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8-1      小範圍的解題策略

小範圍的解題策略﹙以後簡稱小策略﹚是針對某一個特定的條件、求解或特殊格

式所必須主動去想到的方向。其實每個學生在做過一些題目後都會自動產生這種感覺，

例如題目要求一個圓的面積，大家都會想到先去找半徑，這就是解題策略。而這些策

略的道理都很明顯，也不會記錯。不同學生心中的解題策略的多寡不一，程度好的學

生遇見難題，心中會有很多想法，會去嘗試各種可能方向。程度差的學生遇到沒見過

的題目，心中一片空白，完全不知道該如何去想。這無關學生的聰明才智，而是平常

學習時，能否將學過的東西轉化成具體的解題策略。

小策略主要有三種來源。

一、學完一個定義、公式或定理，如果能像本書所說方式去探討，就可以發現一

些小策略，例如：

 「多項式除以一次式的餘式可以用餘式定理」（高中第一冊），學完餘式定理，

當然看到餘式就該想到它。仔細看過定理，還要加上使用時機：除式必須一

次式。

 「極值問題看到平方和，則優先考慮柯西不等式」（高中第三冊），極值問題通

常由不等式求出，方法很多，而柯西不等式是：「a, b, x, y為實數，則 (a2 + b2) 

(x2 + y2) ≥ (ax + by)2」。公式裡就有兩個「平方和」，那麼看到平方和自然優先

考慮它。

二、做過幾個類似的題目後，想一想他們有什麼共同做法？這做法與題目的條件

有什麼關聯？再想一想這背後的原因，就會感覺到一些小範圍的解題策略，

例如：

 「看見分數﹙或分式﹚就要想到約分、通分」（國中），這是標準的化簡方式，

通常先考慮約分，再先考慮通分。

 「四邊形的問題可以作對角線切成兩個三角形」（高中第二冊），四邊形本身的

性質如果不好用，就該考慮割成兩個三角形，這樣我們就多了很多三角形的

定理和公式可用了。

 「看見 (log x)2要設 t = log x」（高中第二冊），為什麼總是這樣做？只要檢查一

遍對數律，就會發現對數律完全無法處理 (log x)2 , (log x)3, ... 這種式子，所以

就該往代換方向去做了。

 「看見圓與直線相切要想到圓心與直線距離等於半徑」（國中、高中第三冊），

這其實也是一個充要條件，也是將敘述的條件改成數學等式，做幾題切線題

目就可能注意到。

三、當然我們也會從別人﹙老師或同學﹚聽到一些想法，這時自己就要想一想原

因，或有沒有其他的例子。想清楚再記下來，可是也許又會忘記。沒關係，

只要我們做題時都會深入去理解做法，常用的解題策略會不斷重複出現，不

斷提醒我們。直到有一次，我們主動想到這個解題策略，又因此找到解法，

才算真正學會了。

8-2      解題策略實例1：餘弦定理

看一看餘弦定理：「△ ABC三個角 A, B, C對應邊長 a, b, c，則 a2 = b2 + c2 − 

2bccos A」，我們就該發現這個小策略：「題目的已知與求解恰有一個三角形的三邊一

角，則可用餘弦定理」，因為公式中就是三邊一角。只要認得餘弦定理是「三邊一角關
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係式」，再學會靈活用即可。如果不太清楚，請參閱2-3對餘弦定理的解說。

下面的實例，第1題是基本計算，第2、3題是標準題，不過第3題已有思考題的

難度，讀者可以試著只利用餘弦定理與解題策略去算算看。

實例說明﹙高中第二冊﹚

設△ABC之中，A、B、C的對邊長依序為a、b、c，若∠A = 60°，b = 5，

c = 8，則a =？

分析：

1. 題目的已知與求解 a、b、c與A恰為三邊一角，那麼想到餘弦定理，代進去

試試。

2. a2 = b2 + c2 − 2bccos A = 52 + 82 − 2 × 5 × 8 cos 60° 

    = 25 + 64 − 40 = 49  ⇒  a = 7

實例說明﹙高中第二冊﹚

x、y為正實數，試求以x、y、 x xy y2 2+ + 為三邊長的三角形的最大角。

Ω∑∞

Ω∑∞

分析：

1. 題目的已知與求解恰為三邊一角，所以想到餘弦定理。

2. 沒有關係式可以解x、y，只能直接代入餘弦定理。

3. 最大邊的對角是最大角，顯然最大邊是 x xy y2 2+ + 。

4. 設最大角是 θ，則

  cos θ = x y x xy y
xy

xy
xy

2 2 2 2 2

2 2
1
2

+ - + +
=
-

= -
( )

    ⇒ θ = 120°﹙剛好x、y消去了，題目早設計好了。﹚

實例說明﹙高中第二冊﹚

設△ABC之中，A、B、C的對邊長依序為a、b、c，若滿足 

(a + b + c)(a + b − c) = 3ab，則∠C =？

分析：

1. 題目的已知與求解為a、b、c、C，恰為三邊一角，當然想到餘弦定理。

2. 只有一個條件式 (a + b + c)(a + b − c) = 3ab，無法解出三個未知數。應該先將

求解看成cos C = a b c
ab

2 2 2

2
+ -

，想辦法用條件式直接代入。

3. (a + b + c)(a + b − c) = 3ab與 a b c
ab

2 2 2

2
+ -

有什麼好關係呢？試著乘開

 (a + b + c)(a + b − c) = 3ab   ⇒  (a + b)2 − c2 = 3ab  ⇒  a2 − ab + b2 − c2 = 0

Ω∑∞
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4. 再比較一下
a b c

ab
2 2 2

2
+ -

就很明顯了：

 a2 − ab + b2 − c2 = 0  ⇒  a2 + b2 − c2 = ab

 代入cos C = a b c
ab

ab
ab

2 2 2

2 2
1
2

+ -
= = ，則∠C = 60°

看過這三個例子就能稍微體會解題策略的功能了，很多學生學數學時去記題型，

做過題目就記得「已知三邊求一角」、「已知兩邊一角求第三邊」、⋯⋯。這樣學很辛苦

又沒效率，可是簡單的小策略可以幫助我們打開視野，不但能做見過的題目，更能舉

一反三。

同樣的道理，正弦定理是：

△ABC三角A, B, C對應邊長a, b, c，則
a

A
b

B
c

C Rsin sin sin= = = 2 ， 

其中R為△ABC外接圓半徑

我們對於定理的前半部分
a

A
b

Bsin sin= 也可以發現一個小策略：「題目的已知與求

解恰為一個三角形的二邊二角，則可用正弦定理」，用法也類似。如果去記「已知一邊

兩角求另一邊」、「已知兩邊一角求另一角」、⋯⋯，繁瑣而且不動腦筋，效果就差了。

實例說明﹙高中第二冊﹚

設△ABC之中，A、B、C的對邊長依序為a、b、c，若 已知b = 8，c = 5，

∠B = 2∠C，則cos ∠A =？

Ω∑∞

分析：

1. 題目的已知與求解為b、c、A、B、C，為二邊三角，所以應該用正弦定理。

2. 
b

B
c

C C Csin sin sin sin= =Þ 8
2

5
  ⇒  5 sin 2C = 8 sin C

3. 看到不同角2C、C要化成相同角。（這也是重要策略）

 5 sin 2C = 8 sin C  ⇒  10 sin C cos C = 8 sin C

	                                ⇒  cos C = 
4
5 （因為 sin C ≠ 0）

4. 利用A與C的關係：A = 180° − B − C = 180° − 3C，

 cos A = cos (180° − 3C) = − cos 3C

           = − (4cos 3C − 3cos C) = - - =[ ( ) ( )]4 4
5 3 4

5
44

125
3

策略給我們解題的方向，實際解題時仍要正確考慮解法的正確性，很精確的執行

每一步。

8-3      中範圍的解題策略

中範圍的解題策略﹙以後簡稱中策略﹚可能是幾個相近的小策略再組合起來的，

所以適用範圍更大，包括一堆條件、求解類似的題目。相對的，中策略會包含幾個可

用的工具﹙公式、定理﹚，也有幾個可能的解題方向，這時最重要的是要包括不同條

件或求解對於選擇工具或方向的指引。

現在我們將前一節的兩個小策略，加上國中學過的一些性質組合成一個中策略，

我稱為「解三角形的解題策略」。所謂「解三角形」是已知一個三角形的若干邊長或角，

求解是其他邊長或角。
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1. 一般△ABC的邊與角滿足A + B + C = 180°、正弦定理、餘弦定理、任兩邊和

大於第三邊。

2. 任一個三角形已知三個邊、角（或三條件），則可解出這個其它邊角，但已

知三角只算兩個條件。

3. 將已知與求解的邊、角一起考慮，若為二邊二角則用正弦定理，若為三邊一

角則用餘弦定理做成方程式。

這個策略看起來有點複雜，其實重點只在第2項，將兩個小策略整合成較大範圍

的解題策略。第1項是界定可用的工具，第3項只是原本的兩個小策略的比較而已。只

要熟悉這個策略和第5節的基本解題策略，幾乎就可以解決所有這一範圍的所有題目

了。下面是一個困難的思考題，能考倒很多中上程度的學生。

實例說明﹙高中第二冊﹚

設△ABC之中，A、B、C的對邊長依序為a、b、c，若已知a = 10，b = 

c + 4，B = 2C，則c =？

Ω∑∞

分析：

1. 條件與求解都是△ABC的邊與角，恰有三個條件。

2. 求解與兩個條件是邊的式子，怎樣把B = 2C也變成邊的關係式？能同時用到

B、C的公式就是正弦定理了。

3. 
b

B
c

Csin sin=   ⇒  
b

C
c

C
b

C C
c

Csin sin sin cos sin2 2= =Þ

 Þ cosC b
c= 2 ，再將C變成邊的關係，利用餘弦定理：

 cosC b
c

a b c
ab= =

+ -
2 2

2 2 2
  ⇒  ab2 = c(a2 + b2 − c2)

4. 將a = 10，b = c + 4代入消去a、b就可得c的方程式。

  ab2 = c(a2 + b2 − c2)    10(c + 4)2 = c[100 + (c + 4)2 − c2]

    ⇒  10c2 + 80c + 160 = c(8c + 116)

    ⇒  c2 − 18c + 80 = 0

    ⇒  c = 10或8

5. c有兩組解，該檢查一下，c = 10時不合，所以c = 8。

形成中策略的另一個方式是：從一群題目中歸納，當我們學完一個段落的基本計

算與標準題，或許也做過一些思考題後，就可以試著建立共同的解題策略，先靜下來

想幾個問題：

一、這一部分大致有些哪些題目？這些題目有什麼共通性？有什麼條件？有什麼

求解？這些條件、求解常常如何使用？將來在一堆混合的題目裡，怎樣發現

是這一類題目？
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二、在解決這些題目時，會用到哪些工具﹙定義、公式、定理﹚？什麼樣的條件

或求解下，會用到什麼工具？如果用到多種不同的工具，能不能找出它們使

用上的差異？或是各種工具的使用時機。

三、在解決這些題目時，有沒有用到什麼共通的結構？也就是有沒有什麼共同的

模式可以依循？

將這些問題想一想，就會有一些小結論，而且是我們自己得到的結論，而這時候

我們所學的一堆個別的題目才會開始融合成具體的觀念。接下來你可以做更多的變化

題了，看到類似的條件或求解，也許運用你自己的策略就可以解出你從未見過的題目，

享受一下那種成就感吧！當然也可能你還是解不出來，最後看看解答再想一想，自己

的解題策略是不是可以再擴大或修改一些？有時也會發現其實自己的策略能用，只是

沒想到也能這樣用。當我們不斷接觸新的題目，加入新的策略，或更活用原有的策略，

我們的解題能力也越來越強，對自己策略的信心也越來越強。

｛以上內容，摘自本書第三章｝
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未演先轟動！

北一女學生 師大數學系 北一女中	 台大數學系	 中央大學數學系	 高雄大學應用數學系 北一女學生

林妏霙	 洪萬生教授	 翁錫伍老師	 張海潮教授	 單維彰教授	 游森棚副教授	 蘇意涵

聯合推薦 依姓氏筆畫排序

本書出自第一線教師的現身說法，重點圍繞在數學思維與解題策略，內容極為豐富有用。至於在書寫風

格上，作者則排除理論而直接訴諸實例，表現了樸拙的意義與價值。這是難得一見的一本中學數學學習

指南，非常值得推薦。

 師大數學系洪萬生教授

讀了任老師寫的這本書之後，相信你會發現數學一點都不困難，解題充滿樂趣，並且信心滿滿。

 台大數學系張海潮教授

對於每一種我知道或者能想像的數學學習困難，任老師都有專業的評析與建議；而且他通常用慧黠的方

式說出來。如果拿起這本書的是學生家長，可以先翻閱第四章。

 中央大學數學系單維彰教授

「從基本開始，吃透範例，看穿結構，課本算十遍」，這是我在建中任教時對學生的耳提面命。但是

「基本觀念徹底釐清，理解公式的來由和步驟的推導，基礎穩固後自然觸類旁通」，卻是一知半解與追

求速成的台灣學生最忽略的。很高興有這樣的一本書，告訴學生如何學數學才是正確的，希望這本書能

夠導正錯誤的數學學習。

 高雄大學應用數學系游森棚副教授

（曾任建國中學數理資優班教師）

想要學好數學先要喜歡數學，本書讓我們知道數學學習的關鍵，了解數學各單元是怎麼彼此連接，使我

們面對數學時，不再那麼害怕，甚至喜歡上它，可以在最短的時間內，學到數學的本質與內涵。

 北一女中翁錫伍老師

像一面能養顏美容的鏡子，直接地反映了學生學習數學的問題，並提出了精確的解決之道。

 北一女學生林妏霙
（98學測滿級分）

讓數學從此帶給你煥然一新而欣喜的感動。

 北一女學生蘇意涵
（英特爾國際科展「傑出青年科學家獎」）
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*  1 WS003 統計，讓數字說話! 300 元 26 WS085 觀念化學I 基本概念‧原子 400  元

2 WS018 微積分之旅 280 元 27 WS086 觀念化學II 化學鍵‧分子 400  元

3 WS020 毛起來說三角 250 元 28 WS087 觀念化學III 化學反應 400  元

4 WS021 毛起來說ｅ 250 元 29 WS088 觀念化學IV 生活中的化學 400  元

5 WS036 觀念生物學(1) 400 元 30 WS089 觀念化學V 環境化學 400 元 

6 WS037 觀念生物學(2) 400 元 *31 WS093 你不能不懂的統計常識 180 元

7 WS041 DNA的十四堂課 330 元 32 WS097 數學嗆聲班（基礎班） 260 元

*  8 WS042 微積分之屠龍寶刀 320 元 *33 WS099 蘇老師生活化學快問妙答 300 元

*  9 WS043 微積分之倚天寶劍 360 元 34 WS100 大腦開竅手冊 299 元

10 WS046 看漫畫，學物理 300 元 *35 WS107 從旅遊，學數學 230 元

11 WS048 看漫畫，學統計 300 元 *36 WS108 從月曆，學數學 220 元

12 WS053 現代化學I 340 元 *37 WS109 從生活，學數學 280 元

13 WS054 現代化學II 380 元 *38 WS110 從天文地理，學數學 240 元

14 WS055 3D理化遊樂場I 460 元 39 WS201 觀念物理I 380 元

15 WS056 3D理化遊樂場II 460 元 40 WS202 觀念物理II 380 元

*16 WS058 蘇老師掰化學 380 元 41 WS203 觀念物理III 380 元

*17 WS062 蘇老師化學黑白講 340 元 42 WS204 觀念物理IV 380 元

*18 WS064 蘇老師化學五四三 330 元 43 WS205 觀念物理V 380 元

*19 WS068 蘇老師化學聊是非 350 元 44 WS206 觀念物理VI-習題解答 450 元

*20 WS069 別讓統計數字騙了你 240 元 45 WS1003 萬物簡史1 380 元

21 WS071 觀念生物學(3) 320 元 46 WS1004 萬物簡史2 380 元

22 WS072 觀念生物學(4) 320 元 47 WS1005 萬物簡史3 380 元

23 WS076 搞笑學物理 330 元 48 WS1006 萬物簡史4 380 元

24 WS081 睡夢中，學三角 300  元 49 WS2001 跳出思路的陷阱 160 元

25 WS082 怎樣解題 280  元 50 WS2021 一生受用的公式 180 元

 ｜統計必勝三書｜
統計方法已普遍應用於一般日常生活、工商管

理、科學研究、市場調查中，透過專家指引，

看似艱難的統計，也能輕鬆掌握！

 ｜微積分秘笈二書｜
想換一種方式，理解令人頭疼的微積分嗎？本

書三位作者使出搞笑講解的本事，用放洗澡

水、切檸檬派、雙人劍法等生活例子，引導你

探究微積分的理論與實用，有效學習微積分。

 ｜蘇老師化學五書｜
做實驗、找證據，解開生活中各種五四三的化

學問題，跟著蘇老師探索生活化學，所有疑惑

都能迎刃而解，懂一點化學真不錯！

 ｜曹老師數學四書｜
為什麼要學數學？我們生活裡用得到這麼多數

學嗎？如果你有這些疑問，不妨來到曹老師的

生活數學教室，讓曹老師帶你體驗一趟數學通

識之旅。

★ �作者曹亮吉為第一屆吳大猷科學普及著作創作

類銀籤獎得主

科學達人看這裡！
滿分書房必備

標註*者為特別推薦，請見右頁「滿分書房必備」
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